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Uma revisao dos calculos de sequientes intuicionistas

Na década de trinta, Gerhard Gentzen apresentou dois tipos de sistemas
formais conhecidos como sistemas de Dedu¢ao Natural e Cdlculo de Seqiientes.
Nos estudaremos o céalculo de seqiientes e nos referiremos a Deducao Natural
somente para esclarecer aspectos do outro tipo de sistema. O objetivo deste
capitulo é apresentar os conceitos envolvidos neste cdlculo e realizar uma
revisao (nao estritamente cronoldgica) das principais alternativas apresentadas
a versao intuicionista de Gentzen.

Em funcao do carater introdutério do capitulo, nos limitaremos, em geral, a
mostrar as particularidades ja presentes nos fragmentos proposicionais. Ainda

assim, apresentamos desde o inicio uma linguagem de primeira ordem.

2.1
Linguagem

Usaremos os seguintes simbolos para uma linguagem (L) de primeira
ordem (LPO):

1. Simbolos légicos:

(i) Simbolos proposicionais: A, V, —.
(i) Quantificadores: V e 3.

(iii) Uma constante para o absurdo: L.
2. Simbolos nao-légicos:

(i) Parametros individuais: aj,as,... que representaremos com as letras
a,b,c,...
(ii) Varidveis ligadas: x1, z, ... que representaremos com as letras x,y,z,...
(iii) Sfmbolos funcionais: f7*, f3', ... para func¢oes de n argumentos que pode-

remos representar como f,gh,...

(iv) Simbolos de predicados: R}, RY,... para representar relagbes com n

argumentos.

(v) Simbolos auxiliares: parénteses.
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Definigao 1 (Termo) . t € um termo se e somente se:

(i) t € um parametro individual de L.

(ii) t € f"(t1,ta,...,tn) onde ty,ts,...,t, sao termos e f™ é uma constante

funcional n-dria.

Defini¢ao 2 (Férmula) A € uma férmula se e somente se:

(i) A= 1.

(ii) A é R"(ty,ts,...,t,) onde ty,ty, ..., t, sdo termos e R" € uma letra de

predicado n-dria.
(i1i) A é (C — D), (CV D) ou (CAND) onde Ce D sao formulas.
(1)) A é YxB(x) ou JxB(x) onde B(zx) € o resultado de substituir as

ocorréncias do pardametro b’ na formula B(b).

Usaremos A, B,C, ..., A1, Ag, ..., By, By, ... como metavariaveis das formulas.
Nos sistemas com | como simbolo primitivo,—A serd definido como A — L
mas nos manteremos fiéis aos textos originais dos autores segundo tenham

colocado como constantes primitivas o ‘L’ ou ‘="

Definigao 3 (Grau de uma férmula) . O grau de uma formula A (que
podemos escrever como g(A)) é o nimero de ocorréncias dos simbolos ldgicos

de A, exceto o simbolo L.

2.2
O calculo de seqiientes apresentado por Gentzen: motivacao técnica do
sistema e conceitos principais

Na década de trinta, Gerhard Gentzen apresentou em “Investigation

"1 sistemas formais para a légica cldssica e intuicionista

into logical deduction
denominados sistemas de Deduc¢ao Natural. A motivacao estava vinculada ao
estudo das provas matematicas: “My starting point was this: The formalization
of logical deduction, especially as it has been developed by Frege, Russell, and
Hilbert, is rather far removed from the forms of deduction used in practice
in mathematical proofs. (...) In contrast, I intended first to set up a formal
system which comes as close as possible to actual reasoning”.? Nesse sistema,
as derivagoes classicas podiam considerar como premissa uma instancia do
principio do terceiro excluido ou podiam agregar uma regra ao sistema para a
eliminagao da dupla negacao:

!Gentzen, G. The Collected Papers of Gerhard Gentzen, p.68
2Gentzen. The Collected...,p.68.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0311036/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0311036/CA

Capitulo 2. Uma revisdo dos cdlculos de seqiientes intuicionistas 14

_|_|A

A
A regra da dupla negacao ficava excluida do sistema de introducgoes e
eliminagoes e era um ostaculo para Gentzen encontrar uma forma normal das
provas em Deducgao Natural. Encontrar as provas normais em Deducao Natural
foi possivel apenas a partir do sistema de Deducao Natural desenvolvido por
Prawitz em 1965% que substituiria a eliminacao da dupla negacao pela regra

de absurdo cléssica:

4]

Z (J—c)

Até entao, o célculo considerado por Gentzen mais natural, nao era o
mais adequado aos interesses técnicos, isto €, a busca por provas normais. Esse
obstaculo fez com que Gentzen formulasse um novo tipo de sistema formal
denominado Cdlculo de Seqiientes. Este tipo de sistema confirmaria a sua
adequacao para investigacoes em teoria da prova ao ser usado também nas
provas de consisténcia da aritmética via inducao transfinita até ¢y. Essa busca

por provas normais motivou o desenho de um novo sistema?®.

Defini¢ao 4 (Seqiiente) . Um seqiente é wuma expresio da forma
Ay, .., Ay = By, ..., B, onde Ay, ..., A, e By, ..., By, sao seqiiencias ordenadas
de formulas que se denominam respectivamente antecedente e sucedente.
Representaremos seqiiéncias de formulas no antecedente e no sucedente com
as letras I'; A, ©, A, 3, Q) etc. Se m < 1, dizemos que Ay, ..., A, = B1,..., B,
¢ um seqiiente de sucedente tunico; se m > 0, se denomina seqiiente de

sucedente multiplo.

O primeiro caso mencionado acima é interpretado como uma derivacao
de B a partir das premissas A, ..., A,. As virgulas no antecedente sao con-
sideradas como conjuncgoes implicitas e as virgulas no sucedente como dis-

juncgoes implicitas. Assim, considera-se que o significado informal do seqiiente

30 sistema de Prawitz, denominado C’, tem como conjunto de simbolos primitivos a
A,—,V, L. Em: Natural Deduction.

4Embora o contexto no qual se desenvolveu o trabalho de Gentzen nio seja tema desta
tese, podemos considerar a formulagao desses sistemas formais no contexto do programa
de Hilbert. Vale ressaltar que o corolario e a motivagao mais importante para encontrar
provas normais era a consisténcia do sistema. Portanto, podemos apreciar a formulacao das
regras nao somente do ponto de vista da derivavilidade do sistema, mas também a sua
adequacao para a obtencao de resultados proofteoréticos. Embora esta parte do trabalho
de Gentzen seja contemporanea aos resultados de Godel no inicio dos anos 30, o prépio
Gentzen acreditou numa reformulagao do programa de Hilbert. Isto pode ser apreciado no
texto “The Present State of Research into the Foundations of Mathematics”, na pag. 234
de The Collected Papers of Gerhard Gentzen.
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Ay, ..yAy = Bi,...,B, é o mesmo que o da férmula (A; A ... A A, —
ByV...V By,). O seqiiente de sucedente multiplo pode ser considerado como uma
representacao da distingao entre casos®. Essa interpretacao teve continuidade

1

e é explicada de modo detalhado por Negri e von Plato: “..we may read a se-
quent I' = A as consisting of the open assumptions I' and the open cases A7,
No caso em que A = &, Ay, ..., A, conduz a uma contradicao: “.. the sequent
express the fact that on the basis of the assumptions A, ..., A, no possibility
remains open, i.e.: the assumptions are incompatible, they lead to a contra-
diction””. Se I' = @, entdo By, ..., B,, vale independentemente de qualquer
hipétese, portanto, é um teorema. (A apresentagao dos sistemas para légica
classica (LK) e intuicionista (LJ) pode se ver nas Figura 1 e 2 do Apéndice
respectivamente).

A seguir desenvolvemos alguns aspetos dos sistemas de seqiientes que nos

ajudarao a uma melhor comprensao dos mesmo.

Definigao 5 (Derivagao) Seja S um seqiiente. Uma derivag¢io de S € uma

arvore com um sequente em cada no tal que:

(i) Os seqiientes superiores sdo os ariomas (ou seqilentes iniciais) do sis-
tema. De fato, consideraremos que o0s seqientes iniciais sao derivagoes

de um so no.

(i) Para cada seqiiente S que ocorre na drvore (exceto os iniciais), S ocorre
imediatamente abaizo de um ou dois seqiientes sendo S o resultado
de uma regra de inferéncia do sistema. A formula inferior da drvore
¢ chamada de seqiiente final ou conclusao. Uma CF-derivagcao é uma

derivacao sem ocorréncias da regra de corte.

Definigao 6 (Subderivagao) Seja S um seqiiente que ocorre numa derivagao
w. Uma sub-derivagao de m determinada por S € a drvore obtida a partir de

eliminando todos os seqiientes abaizo de S.

Conforme temos apresentado, os antecedente e sucedentes nos sistemas
originais de Gentzen sao seqiiéncias ordenadas. Porém, poderemos também
consider esses grupos de férmulas como conjuntos (colegdes de férmulas nas
quais a ordem e o numero de ocorréncias das férmulas é irrelevante) ou
multiconjuntos (colegbes de férmulas nas quais a ordem é irrelevante mas o
nimero de ocorréncias é essencial). Nas regras dos sistemas, a férmula com o
conectivo logico introduzido na conclusao é chamada de formula principal e

5Gentzen. The Collected..., p.254

6Negri e von Plato. Structural Proof Theory, p. 47.
"Gentzen. The Collected ..., p. 255
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as formulas ressaltadas na premissa ou premissas sao as formulas ativas. Nas
regras de inferéncia, as letras gregas maitsculas I', A, X, Q) etc., representam
as formulas adicionais que podem ocorrer, e neste caso, nao estao ativas. Essas

colecoes de férmulas sao chamadas de contextos das regras.

Regras e contextos

Verificamos que nos sistemas LK e L.J, além das regras de introducao das
constantes logicas, Gentzen apresenta neste célculo um novo grupo de regras
denominadas estruturais e, neste caso, nao envolvem as constantes légicas.

Um desenvolvimento detalhado do papel das regras estruturais pode ser
encontrado no livro Substructural Logics de Schroeder-Heister e Dosen. O nome
de logicas subestruturais denomina as légicas que podem ser obtidas mediante
a manipulacao da parte estrutural da versao classica. Deste ponto de vista,
“Logical constants are in principle secondary: they are invariant, they play the

78 Entao, poderiamos dividir as regras

same role in different structural contexts
do cdlculo de seqiientes em dois grupos: as regras logicas (ou operacionais) e
as regras estruturais. Veremos que o papel de cada grupo nao é tao preciso
assim porque as regras operacionais escondem, as vezes, aspectos estruturais
do sistema. Este aspecto é evidenciado nos sistemas de Kleene e de Dragalin
nos quais as regras estruturais podem ser “absorvidas” realizando algumas
variagoes nos contextos das regras operacionais e/ou nos seqiientes iniciais.
As regras operacionais do calculo de seqiientes podem ser apresentadas

de diferentes modos. Consideremos as seguintes versoes de (Ag):

I'=AA I'=ADB =AA I'=A"'B
I'= A, (AAB) [T = AN, (AN B)

Na versdo da esquerda, as premissas tém contextos compartilhados(ou aditi-
vos). (LK e LJ sdo aditivos). As premissas da versao direita tém contextos

independentes (ou multiplicativos). Disso se seguem as seguintes observagoes:

(i) As versoes aditivas e multiplicativas sdo equivalentes diante das regras
estruturais. No caso dos contextos independentes, a regra de contracao é
necessaria, isto é, é possivel produzir a duplicacao de algumas hipdteses.
Considerando a versao aditiva, as hipdteses sao tratadas como se fossem
conjuntos. Tal como tem sido afirmado por Girard e lembrado por

Dyckhoft, os contextos compartilhados contam como uma contracao.

(ii) As regras com duas premissas resultam mais probleméticas na busca

por provas ja que nao sabemos, em principio, em que modo o contexto

8Dogen. “A Historical Introduction to Substructural Logic”. In: Substructural Logics, p.1.
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da conclusao deve ser dividido nos contextos das premissas. Dado um
seqiiente I' = (A A B) é mais facil considerar premissas de contextos
compartidos que procurar uma divisao entre I' e I".

Para o caso de (Vg) e (Ar), Gentzen apresenta versoes da forma:

'=AA (Va) I'= B,A (Va)
Vv Vv
P= (AVB),A "  TI=(AVB),A
A=A IB=A

- AL) (AL)
J(AAB)= A T (AAB) = A

Com esta versao de (Vg) em LK é necesséria a regra de contragao para
derivar o principio de terceiro excluido. Uma outra versao é equivalente

na presenca das regras estruturais:

I'=A B A
I'= (AV B),A

(Vr)

Esta versao é invertivel e portanto, mais adequada para a busca de
provas. Perciba-se que as regras da ldgica classica podem ser formuladas
de modo que sejam invertiveis. Este fato nao acontece com as regras de
LJ que ¢ aditivo e nao pode ter duas formulas no sucedente da premissa,
nem sequer para o caso de algumas constantes logicas nos sistemas LJ’
ou IL~.

O teorema de eliminacao do corte

No célculo de seqiientes, o corte ¢ a tinica regra que apaga totalmente uma
férmula e ndo somente algumas ocorréncias (como faz a regra de contragao).
Essa férmula deletada nao é necessariamente uma subférmula da conclusao.
O teorema de eliminacao de corte foi referido por Gentzen como Hauptsatz

(proposi¢ao principal) e afirma (para un determinado calculo de seqiientes C):

Seja ™ uma derivagao em C do seqiiente I' = A. Entdo 7 pode ser

transformada em '’ livre de corte do mesmo seqiente.

Nas derivacoes livres de corte as formulas nao desaparecem ao longo da

[©N

derivacao o que permite demonstrar a consisténcia do sistema. O teorema

[©N

um resultado sobre a estrutura das derivagoes e sua conseqiiéncia imediata

o principio de subformula:

Seja m uma derivagao de um seqiente S. Todas as formulas que

ocorrem em 7 sao subformulas de S.
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O que nos interessa nesta segao ¢é esclarecer o que compreendemos quando
nos referimos a uma prova de eliminagao de corte no estilo Gentzen ou “a
Gentzen”. A prova no estilo Gentzen consiste numa dupla indugao sobre o grau
da féormula de corte e o rank do corte que definimos a seguir. Considerando a
R(a)) como denotando o rank de uma aplicacao « do corte, a Rp como o rank

da premissa direita e Rg é o rank da premissa esquerda do corte, podemos
definir:

Defini¢ao 7 (Rank de uma aplicagao de corte) Se « € uma aplicagio do
corte, entao R(a) = Rp + Rp onde Rp é o maior numero de seqiientes
consecutivos que tem a formula de corte tal que o ultimo seqiente é a premissa
direita, e Rg € o maior numero de seqiientes consecutivos que tém a formula

de corte e o ultimo seqiiente desse ramo € a premissa esquerda.

O procedimento reduz os cortes a aplicacoes de corte com férmulas de corte
de um grau menor. Quando isso nao é possivel, podemos reduzir as derivacoes
a derivagoes com féormula de corte do mesmo grau mas de um rank menor.
Nessa situacao se pode usar a hipdtese indutiva. As novas derivacoes tém
possivelmente um ntmero maior de cortes com féormulas mais simples ou, se
nao é o caso, as antigas aplicagoes sao “puxadas” para cima.

O problema para aplicar a técnica de Gentzen radica na presenca da

regra de contracao de modo que a derivacao:

AAT = A
— oA (o)
'=A AT = A
(corte)
= A

tem como resultado de sua redugao uma outra derivagao com a forma:
'=A4 AAT=A
= A AT = A
= A

(corte)

(corte)

onde as ultimas inferéncias sao o corte com as contracoes necessarias em I', T
Esta reducao produz uma aplicacao do corte que nao tem nem grau menor da
formula de corte nem rank menor. Para dar conta dos problemas com a regra
de contracao é introduzida uma versao generalizada do corte, chamada Miz,

que elimina todas as ocorréncias do corte da seguinte forma:

[= A A" A" T = A
DIV = A A

(miz)
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onde n e m sao as ocorréncias da féormula de corte tal que n,m > 0. Nota-se
que o corte é um caso particular do mix. Na presencga de regras estruturais,
ambas regras sao equivalentes e disso se conclui que a eliminacao do corte em

calculo de seqiientes é feita via eliminacao do mix.

2.3
A versao intuicionista e as alternativas apresentadas

A apresentacao do sistema LJ foi formulada por Gentzen conjuntamente
com a versao classica. A diferenca entre as versoes classica e intuicionista se
concentra na natureza do seqiiente I' = A. Conforme mencionado anteri-
ormente, se admitem seqiientes de multiplo sucedente somente para o caso
classico. Isto é necessario para a derivacao do principio de terceiro excluido. Ao
contrario, seqiientes de derivagoes intuicionistas tém no maximo uma férmula
no sucedente. Este tipo de restricao é referida como uma restricao global, en-
quanto restrigoes de carater local sao consideradas aquelas que concentram o
aspecto intuicionista em restrigoes a determinadas regras de inferéncia.

Considerando que a passagem de LLJ a LK radica na admissao de mais de
uma féormula no sucedente, acostuma-se referir ao sucedente multiplo como o
elemento que representa o aspecto classico no sistema. Nas seguintes décadas a
obra de Gentzen foram formulados diversos sistemas intuicionistas que desen-
volveram a idéia de que essa restricao forte na cardinalidade do sucedente podia
ser atenuada por restrigoes locais. Assim, sistemas intuicionistas de multiplas
conclusoes foram apresentados restituindo, embora parcialmente, a simetria
classica. Apressentamos, a continuacao, varios trabalhos que tém assegurado o
aspecto intuicionista dos sistemas em modos diferentes. O primeiro grupo que
apresentamos situa o problema no uso irrestrito das regras para determinados
operadores 16gicos. Tal é o caso de LJ’ (o primeiro sistema intuicionista de
sucedente multiplo) e IL~ a seguir. Notamos que estes sistemas apresentam
também restricoes na cardinalidade dos sucedentes, mas isso nao ¢é realizado

no conceito de seqiiente e sim em determinadas regras de inferéncia.

Os sistemas L)' e I1~.

No inicio dos anos 50, Maehara ¥ apresentou um calculo intuicionista cuja
diferenca a respeito do caso cldssico eram as seguintes regras de inferéncia
90 trabalho original de Maehara, “Eine darstellung der intuitionistischen logik in der
klassischen” nao foi traduzido do alemao.
10Essa mesma restrigao tem a regra (Vr) na apresentacao original para légica de predica-
dos: a partir da premissa I' = F'(a) podemos inferir I' = VaF(z). No apéndice colocamos
o sistema completo embora trabalhamos aqui apenas com a parte proposicional do mesmo.
Estudamos com o mesmo critério os demais sistemas deste capitulo exceto o formulado para
a Logica de Dominios Constantes


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0311036/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0311036/CA

Capitulo 2. Uma revisdo dos cdlculos de seqiientes intuicionistas 20

DT = Al'=EB

e (=)

I'=-D '=A—-B
No caso de sistemas com o L como simbolo primitivo, as regras da negacao
podem ser consideradas como un caso particular das regras de introducao do

condicional. Como podemos perceber, uma instancia da regra:
Al'=AB
(—
I'=AA—B

R)

¢ a seguinte figura:
A=A L
=AA— 1

com a qual se deriva (AV (A — 1)) mediante introdugao de uma disjuncao.
Isto nos leva a conjeturar que, de fato, o que leva a légica classica, no fragmento
proposicional, é uma regra (—pg) sem restricoes e nao, necessariamente, o
sucedente multiplo. Como veremos nos sistemas que restringem a regra do
condicional a direita podemos considerar que, se num seqiente da forma
I'= (A — B),A o condicional foi introduzido pela sua regra operacional, a
disjunc¢ao no sucedente representada pela virgula é uma disjuncao intuicionista.

Este sistema, (reproduzido integralmente na Figura 3 do apéndice), é
apresentado por Takeuti em Proof Theory como LJ’ e é usado para provar
a completude da légica intuicionista. Também é reproduzido por Dummett!!
como L’. Este sistema, ao qual nos referiremos como LJ’, é equivalente a LJ,

isto é, se cumpre:

oy I'= By,...B, se e somente se -, I'= By V...V B,
E isto permite extrair como corolario:

Fryp= A se e somente se Fr ;= A

Um fato caracteristico de LJ’ é que a regra de enfraquecimento a direita é

imprescnidible, como no exemplo seguinte:
A=A
= (A— A (
= (A— A),B

(—r)

Wr)

ja que o seqiiente = (A — A), B nao pode ser derivado a partir de um seqiiente
inicial do tipo I'; A = A, A tenod em conta que o condicional nao poderia ser
introduzido. Isto é, temos seqiientes iniciais com sucedente 1inico e regras que

requerem o sucedente Unico para ser aplicadas. Portanto o sucedente multiplo

UM, Dummett Elements of Intuitionism, p.136
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somente pode ser gerado depois das regras com restricoes a cardinalidade do
sucedente.(Como veremos no sistema de Dragalin, isto é resolvido de modo
diferente). Ainda assim, L.J’ é considerado um sistema de sucedente multiplo.

Um sistema no estilo LJ’ para logica proposicional pode concentrar todas
as restricoes na regra do condicional ja que a negagao pode figurar como
simbolo definido. Esta mudanca ¢é feita por Schellinx no seu sistema IL~
reproduzido na figura 5 do apéndice. Nesse caso, a linguagem tem o simbolo

1 como primitivo para o qual se agrega um axioma para o bottom.

Eliminacao do corte para LJ’.

Considerando o caso de uma prova ao estilo Gentzen, Takeuti'? refere
que uma prova de eliminacao de corte para LJ’ seria uma trivial adaptacao
das técnicas usadas por Gentzen na prova de eliminacao de corte para LK.
Isto nao é exatamente assim. Em “Some Syntactical Observations on Linear
Logic”, Schellinx assinala alguns problemas que surgiriamem se tentassemos
eliminar os cortes ao estilo Gentzen quando temos regras com restricoes no
estilo LJ’. No seguinte exemplo podemos apreciar que as restrigoes em algumas
regras prejudicam a “subida” do corte:

r=AA
r=AA (AVvB),0,C=D

(x) T=A,(AVB) (AVB),0,C=D
I=A(AVB) (AVB),0=(C—D) =

r,0,C=A,D
I,0=A(C—D) ( ﬁw
roe=A,(C—D

onde (*) é uma aplicagao correta de (—g)em LJ" e (**) ndo é uma aplicacao
correta dessa regra.

E importante nos determos na eliminacao do corte para este caso, nao somente
pelo abundante uso que se tem feito de LJ’, mas para apreciar como os
problemas causados pelas restricoes em algumas regras sao superados no
sistema FIL. Veremos que, marcando as relacoes de dependéncia entre as
férmulas do antecedente e do sucedente de seqiientes em FIL, uma prova de
eliminacao do corte no estilo Gentzen flui facilmente.

Apresentamos, a continuagao, duas formas de provar a eliminagao de
corte para estes sistemas. Uma possibilidade consiste em provar o teorema
diretamente para LJ’. Outra forma considera que o teorema de eliminagao do
corte vale para LJ'3 e obtém eliminacao de corte para LJ’ via a sua traducao
a LJ. Este modo indireto é considerado uma versao fraca do teorema que
nao mostra as reducoes nas derivagoes do préprio sistema. Desta maneira se

2Takeuti. Proof Theory, p.60

13 A prova de eliminacdo do corte para LJ é uma caso particular da realizada por Gentzen
para o caso classico. Simplesmente nao é necessdrio considerar todos os casos.
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procede do seguinte modo:

1. Considerar uma derivagao 7 de I' = A em LJ".

2. Definir uma funcao f tal que f[r] = #* onde 7* é uma derivagao de
I'=VAemLJe\ A éadisjuncao de todas as férmulas de A.

3. Transformar 7* em 7** livre de corte.

4. Garantir a “volta” para LJ’ livre de corte.

Os pontos 1 e 2 afirmam a correcao de LJ’ a respeito de LJ: eles derivam
os mesmos teoremas. O ponto 3 é o teorema de eliminacao de corte para LJ

realizado por Gentzen. O ponto 2 é formulado no seguinte teorema:
Teorema 1 . Fp, I' = A se e somente se Fr; I' =\ A.

(<) Prova.

Suponhamos que o seqiiente I' = \/ A é derivavel em LJ e tem a forma
I'= A VA,V ...V A, A partir de seqlientes iniciais A; = A4,..., A, = A,
podemos obter o seqiiente \/ A = A em LJ":

A= Ay Az = Ag
—— Wr) ——— (Wg)
A1 = Ay, Az Az = A1, Az
(VL)
A1V A = Aq, Ag A3z = As
(Wr) = (Wg)
A1V Az = A1, Az, As Az = A1, Az, A3
(LV)
A1V AV A3 = Ay, Az, A3
A1 VA VA3V ..VA,_1= A1,A2,A3,....,An_1 An = Ap
(Wr) (Wr)
A1 VA2 VA3V ..VA,_1 = A1,A2,A3,...,An_1,An An = A1, As, ..., An

A1 VAaV..VA, = A1,As, ..., Ap
Por corte entre I' = \/ A e \/ A = A, obtemos I' = A.

(=). Prova por indugao sobre comprimento das derivagoes em LJ’.
Caso base. Seja A = A um axioma em LJ’. A = A é também um axioma em
LJ.

H.I.: Seja Fr; I' = A e premissa de uma regra de inferéncia. Entao

oo T = VA.

As regras de introducao no antecedente que nao manipulam férmulas dos

sucedentes das premissas sao imediatas a partir da H.I. Por exemplo no
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seguinte caso.

Caso (Vp):
Ty o
A=A IB=A
I'N(AVB)= A

Por HI., Fp; TVA = \/A ety I'B = \/A. Por (V1) obtemos em LJ o
seqiiente I', (A V B) = \ A.

O mesmo vale para (Ar) e as regras estruturais a esquerda.

Caso (—p):
T T2

'=AA I'B= A
I,I",(A— B) = A, A’

Por HI. b, ' = AV Aeblr; IV,B=\A" O seqiiente I, (A — B) =
VAV \/ A’ pode ser obtido com a seguinte derivagao:

A=AB=1B 7r/2

—

L)
A (A— B)=B I',B=\/A

(corte)

A, (A= B),T' = \/ A Va=\/A
, Vv (v
™ A, (A= B), 1“’:>\/A\/\/A’( " \/A:\/A\/\/A’ "
r=Av\/a Av\/A (A—B),T"=\/Aav\/ A
t
I,(A—B),T"=\/av\/a (corte)
EL)
[T, (A— B)=\/Aav\/ 4
Caso Corte:
T 2
I'=AC OI"= A

"= AA

Por HI. bz, T' = VAV C e by C I = \/A'. Podemos obter
I = VAV VA apartir da seguinte derivagao em LJ:

/

Ty
VA¢VA CP¢VN
™ VA:VAVVN vr) c.r=\/av\/a

F:VAVC VAVCF:VAVVN

(Vr)

(V)

corte

I'=\/av\/a
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No caso das regras a direita temos que (—pg) e (—g) sdo iguais em am-

bos sistemas.

Caso (Wg):

T
I'=A
'=AA

Por H.I.: l_LJF:>\/A Por (\/R)7 l_LJF:>\/A\/A

Caso (Cg):

™
'=ACC
'=AC

Por HI: b, T'=\AVCVC.T = \/AVC éobtido em LJ com a seguinte

derivagao:

C=C )
/ V
m \ave=\ave c¢=\avc *
(Vi)
r=\/Aavcvc VAavceve=\/avc
(corte)
F:>\/AVC
Caso (ER):
m
I'= A A B, A
I = A, B,AN

Por H.I. temos uma derivacao 7’ de S=1I= \/ AV AV BV \/ A’ é derivavel
em LJ. O seqiiente I' = \/ AV BV AV \/ A’ pode ser derivado em LJ pela

seguinte derivacao:

A=A B = B
(VR) (VR)
A= (BVA) B = (BV A)
(VL)
(AV B) = (BV A)
(VR)
Va=\a (AVB)=\/AvV(BVA)
(VR) (VR)
Va=(\AavBva)vya’ (AvB)=(\/Av(BvVA)Vv\a VA =\/a
’ (VL)
n Vav@ve)=(\/av(Bva)v\a Va'sNavevayvyal
s VawvAavB)yvVa =\ avava)vya

(corte)
r=(/AvBvAa)v\ya
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Caso (Vg):
m

'=AA
I'= (AV B),A

Vi)

Por HI. I' = AV \/ A é derivavel em LJ e podemos construir a seguinte

derivagao:
A=A
A= (AV B) (VR)V Va=\/a y
m A:>(AVB)V\/A( ") \/A:>(AVB)V\/A< ")
r=Av\/a Av\/A= (AvB)v/A 2

(corte)

= (AvB)v\/A

De modo similar para (V%).

Caso (AR): - i
1 2
I'=AA I'=B,A
AR)
I'= (AAB),A

Por H.L., temos 7} do seqiiente S} = Fr; ' = \/ AV A e 7} do seqiiente S}, =
FrsI'= VAV B. O seqiiente I' = \/ AV (A A B) pode ser derivado em LJ

do seguinte modo:

A=A B = B
(W) (WL)
A,B= A A,B= B
(AR)
Va=\a A,B= (AAB)
Va=\a o VA= (/AV(AAB) A,B= (\/AV (AAB))
VAa=(/AvV(AAB) é{ Vava),B=(/av(AAB))
h (Wr)
r\/a=(/Aav(AAB) r,B=(\/AV(AAB))
é; r,(\/AvB)= (\/AV(AAB))

r'=(\/AV(AAB))

U

Considerando que o teorema de eliminacao de corte vale para LJ deve-

mos agora garantir que a “volta” a LJ’ nao agregue cortes nas derivagoes.
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Lema 1 Setp; ' = \/ A livre de corte, entao -y T' = A livre de corte.

Vejamos os dois casos abaixo a modo de exemplo:
Caso (Vg). Seja I' = (\/ AV A) derivavel em LJ livre de corte. Por H.I. temos
em LJ o seqiiente I' = A, A. Por (Vg) obtemos I' = A, (A V B) sem cortes.

Caso (Ag). Seja I' = (VA V A) eI’ = (/A V B) deriviaveis em LJ.
Pela H.I. temos em LJ’ derivagoes dos seqiientes I' = A;Ae ' = A, B . Por
(AR) temos I' = A (A A B) em LJ’ livre de corte.

Apresentamos agora a prova direta de eliminacao de corte es Seguimos a
apresentacao das defini¢oes e procedimentos que esso autor realiza para o sis-
tema IL~. Ambos os sistemas sao aditivos mas a regra de (—) é apresentada
de modo multiplicativo em LJ’. A principal diferenca entre LJ" e IL~ é o
uso do bottom. Schellinx facilita esta prova trabalhando com multiconjuntos
e usando a ordem das féormulas segundo a conveniéncia. Sabemos que, na

presenca das regras estruturais, nao temos diferenca.

Defini¢ao 8 (Comprimento de uma derivagao) . Seja m uma derivagao

em LJ’ e C uma funcdao que confere o comprimento de w. Entao:

(i) Se m é um azxioma: C(m)= 0;
(ii) Se w € o resultado da aplica¢ao de uma regra a ©': C(w)= C(n') + 1;

(111) Se 7 € o resultado da aplica¢io de una regra as derivagoes ' e ©: C(m)
= mazx (C(7'),C(x")) + 1.

Defini¢ao 9 (Altura de uma derivagao) . Seja m uma derivagio em LJ’e

A uma funcdo que confere a altura de . Entao:

(i) Se ™ é um azioma: A(m)= 0;

(ii) Se m € o resultado da aplicacio de uma regra estrutural a 7': A(w) =
A(r');

(111) Se w é o resultado da aplicagao do corte as derivagoes ' e " A(w) =
maz(A(m’), A(7"));

(iv) Se ™ é o resultado da aplicagdo de uma regra logica a 7': A(m) =
A(r') + 1;

(v) Sem é o resultado da aplica¢ao de una regra légica as derivagoes ™ e w:

A(m) = maz (A(r'), A(7")) + 1.
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Defini¢ao 10 (Férmula principal de uma derivagao) Seja m uma de-
rivacao de um seqiente I' = A. A € a formula principal da derivacdo se é
a formula introduzida na primeira regra operacional acima de I' = A (lendo

a derivagao de forma ascendente).

Definicao 11 (Instancia mais alta de corte) Chamamos instincia mais
alta de corte numa derivacao ™ a uma instancia de corte, na qual as sub-
derivacoes determinadas pelas suas premissas nao contém nenhuma outra

instancia de corte.

Definigao 12 (Altura de uma instancia de corte) Seja a uma aplicagao
da regra de corte cujas premissas I' = A, A e A, IV = A’ sdo o resultado das
derivagoes w e w'. Entdo, Ala) = A(m) + A(n').

Lema 2 Seja m uma CF-derivagao em LJ de ' = (ABB),A ouT', (ABB) =
A onde Be{A,V}. m pode ser transformada numa CF-deriva¢ao que acaba
com uma aplicacao da B-regra ou com uma aplicacao dessa regra sequida por

contracao.

Prova. Inducao sobre comprimento das CF-derivagoes em LJ’.
O lema estabelece a invertibilidade das regras para V e A, isto é, a partir de
uma CF-derivacao da conclusao podemos obter provas livres de corte para as

premissas. O lema entao pode ser dividido nos seguintes enunciados a provar:

(i) Seoseqiiente I' = (AAB)", Ano qual n > 1 é o nimero de ocorréncias de
essa conjuncao®, tem uma CF-derivacao, entdo, os seqiientes I' = A", A
e I'= B" A tem CF-derivagoes.

(ii) Se o seqiiente I', (AA B)™ = A tem uma CF-derivagao, entao I') A" = A
oul'; B" = A tém uma CF-derivagao.

(iii) Se o seqiiente I' = (AV B)", A tem uma CF-derivagao, entao, I' = A"A
oul' = B" A tém uma CF-derivagao.

(iv) Se o seqiiente I', (A Vv B)" = A tem uma CF-derivagao, entdo, os
sequentes ['; A" = A e I', B” = A tém uma CF-derivacao.

LJ’ nao cumpre este lema para o caso das férmulas condicionais ou negacoes
(nos estamos referindo somente a parte proposicional do sistema). Isto é, uma
derivacao do seqiiente I' = (A — B)", A nao pode acabar com a aplicagao da

regra (—g) nos casos em que A # &. Exatamente o mesmo vale para a regra

(=R).

MEm funcdo do Mix é necessério considerar as n ocorréncias da férmula de corte.
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Revisemos, a titulo de exemplo, a prova do caso (ii).
Consideremos uma CF-derivagao 7 de I', (A A B)” = A. Quando C(m)= 0,
o seqilente é um axioma da forma (A A B) = (A A B). Neste caso é uma

derivagao com somente um né (obviamente livre de corte) onde n=1.

H.I.: Seja m uma CF-derivagao de I',(A A B)" = A com C(r) = m. Entéao,
tem uma CF-derivagao 7’do seqiiente I'; A = A ou uma CF-derivacao 7, do

sequente I, B" = A.

Consideremos como exemplo a derivacdo 7’ e o caso em que a ultima re-
gra de inferéncia de 7’ é (—pg). Se a ultima regra é (—g), A tem no maximo
uma férmula. Consideremos uma CF-derivacao m de I', (A A B)" = (C' — D)
com C(m)= m+1. Entao a derivagao de I', (A A B)",C' = D tem comprimento
m. Por HI.: T, A", C' = D tem CF-derivagao. Logo, podemos obter uma
CF-derivagao do seqiiente I', A" = (C' — D) por (—g) que é livre de corte.

De modo similar para a partir do caso de 7, e para os demais casos.

Defini¢ao 13 (Instancia primitiva de uma férmula) Uma instincia de
uma formula A se diz primitiva se a mesma foi sido introduzida por meio

de um axioma.

Lema 3 Seja I qualquer uma das instancias mais altas de corte tal que
A(I)=0. Entao, I pode ser eliminada.

Isto é, se consideram os cortes mais altos aqueles que sao feitos entre axiomas
ou os cortes que somente tem regras estruturais acima deles.

Prova.

(1) A férmula do corte é uma férmula primitiva.

(1.1)A aplicacdo I do corte tem a forma:

A=A A=A
A=A

que pode ser reduzida a:
A=A

(1.2) A férmula do corte tem somente uma ocorréncia como férmula primitiva:

T
A=A ATl=A
AT= A
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que pode ser reduzida a:
™

ATl'= A

(1.3) A aplicagao do corte tem a forma:

A=A
Fr=AA AT =A
LTV =AA

na qual a dupla linha representa a aplicagao de regras estruturais que pode ser

transformada em:

A=A AT = A
AT = A
T = A A

para logo ser tratada como no caso (1.2).

Se a ocorréncia de A na premissa direita também é primitiva, podemos subir
o corte até os axiomas e elimina-lo como no caso 1.1.

(2) Se A nao é primitiva, ela somente pode ter sido introduzida por enfraque-

cimento ja que A(/)=0. Entao, essa aplicacao tem a forma:

= A "= A’
'=AA AT = A
T = A A

que pode ser transformada em:
I'=A
OV = A A

Consideremos o caso em que a regra de enfraquecimento nao ¢ aplicada

(WL, Wr)

imediatamente antes do corte, por exemplo:

[° = A° (W)
—— (Wr
I°=A° A
 —— _R]‘7 .",Rn)
'=AA AT = A
(corte)
L= AN

onde (Ry, ..., R,) sdo aplicagoes de regras estruturais. Esta derivagdo pode ser

transformada em:
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Lema 4 Seja I qualquer uma das instancias mais altas de corte tal que a

formula de corte é primitiva. Entao, I pode ser eliminada.

O lema considera as aplicagoes do corte (cortando férmulas primitivas) que
nao tém necessariamente altura 0, isto é, a derivacao das premissas tem regras
operacionais e podem ser igualmente tratadas como os casos 1.2 e 1.3 do lema

anterior.

Teorema 2 (Eliminagao de corte de LJ’) Toda derivagao de um seqiiente

I'= A em LJ’ pode ser transformada numa derivacdo livre de corte.

Prova. Seja m uma derivacao de I' = A em LJ’. Pelo lema 2, m pode ser
transformada numa 7’ cujas instancias mais altas de corte tem altura > 0
e nao tem férmulas primitivas como férmulas de corte. Notamos que se a
formula for introduzida pela W-regra, entao, poderiamos obter o seqiiente
[TV = A, A’ diretamente com regras estruturais a partir da derivacao das
premissas. Portanto, necessitamos somente considerar o caso em que (A H B)
com (B e{V, A}) foi introduzida pela respectiva regra operacional.

1. Caso em que a férmula de corte, em uma das instancias mais altas de corte,
é (AH B). Se a férmula foi introduzida pela respectiva regra operacional e
pelo lema 2 sabemos que a CF-derivacao das premissas pode ser transformada
numa CF-derivacao onde (A B B) com H é a férmula principal. Isto é, na

derivagao:
™ T2

I'=A(ABB) (ABB),I' = A
DIV = A A

(Corte)

m e mp podem ser transformadas em derivagoes onde (A H B) é a férmula
principal. Consideremos o caso da conjun¢ao como exemplo. Pelo lema 2 temos
derivagbes de I' = A, A, I'= A, Bede [V, A= A" oude ", B = A"

73 Ty 5
[°“=A° A = A°,B I, A= A"
o o </\R) /0 /0 (/\L>
I'= A° (AAB) " (AANB)= A
Ry, ..., R,) (R,...,R))
I'= A, (AAB) I (AANB) = A’
T o AN (corte)

onde Ry,...R, e R|,.... R

", sao aplicacoes de regras estruturais e a perda do

simbolo ‘o’ indica as possiveis mudancas nos seqiientes. Esta derivacao pode
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ser transformada em:
3 s
= A" A I A= A"
e, = A° A"
L= A A

(Corte)
(Rl, e, Ry, R'l, s R’n)

onde a formula de corte é de menor complexidade, isto é, tem um grau menor.
De modo similar para V.

Logo apés realizar todas as transformacoes, os cortes restantes vao ser de
altura 0 ou com férmulas primitivas como férmulas de corte. Podemos entao
comecar pelas instancias mais altas e aplicar os passos do lema 3 para removeé-
las.

2.Examinaremos agora os casos em que a formula de corte tem como simbolo
principal ‘—’ ou ‘=, nos quais, intervém as regras com restricoes. As de-

rivacoes das premissas esquerdas tém a forma:

1 1
A= B ATl =
I'= (A— B) I'= -4

I'=(A—B),A T=-4A

Revisemos entao o caso problematico no qual a primeira regra na premissa
direita é uma das regras com restrigoes:

A= 1B

I''A=15B -
'=(A—-B) (A—B),0,C=D

I'=(A— B) (A— B),0,C=D

r,6,C=D

'=(A—B),A (A—B),0=(C— D)

o= (C—D)
r,0= A, (C — D)

I.e= A, (C—D)

Como o conjunto A tem sido agregado por enfraquecimento na primeira
derivagao, ele pode ser agregado depois da aplicacao das regras com restricoes,
assim, resolvendo o problema.

O

Trabalhamos na secao anterior com LJ’ porque é o sistema que foi mais
utilizado. Tenhamos em conta que o sistema de Schellinx nao foi publicado
até o inicio dos anos de 1990. Como o sistema que apresentaremos no proximo
capitulo tem o L como simbolo primitivo, trabalharemos em relacao a I L~ em
vez de LLJ’. Sabemos ja que LJ e LLJ’ cumprem o teorema 1 formulado acima:
Fry T'= A seesomentesebp; I'=\/A
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obtendo como resultado adicional:
Corolario 1 k7= A se e somente se b= A

Podemos ver no trabalho de Schellinx a prova de que I L~ cumpre, em relacao

a IL' os seguintes teoremas:

Teorema 3 Fj> I' = A se e somente se b, I' = \/ A.

Coroléario 2 t;>= A, entao b= A

2.3.1
Sistemas com regras estruturais absorvidas.

A passagem da logica classica para a logica intuicionista pode ser obtida
de uma outra maneira restringindo as regras estruturais. DoSen apresenta no
capitulo “A Historical Introduction to Substructural Logics”, (na obra com
Schroeder-Heister ja mencionada), a légica intuicionista como aquela que res-

tringe a regra de enfraquecimento a direita admitida somente no seguinte caso:

I'=
= A
Considerando a negacao como simbolo definido, assume para o L as seguintes
regras:
(Lr) 1=
I'=
=1 (Lr)

No livro Introduccion a las metamatemdticas'®, Kleene apresenta trés familias
de sistemas em calculo de seqiientes denominadas G, Gy e G5 reproduzidos
respectivamente nas Figuras 6,7 e 8 do apéndice. Embora Kleene trabalhe
a negacao como simbolo primitivo, poderiamos dizer que sao sistemas que
refletem a idéia de que a diferenca entre as versoes classicas e intuicionistas
radicam no uso da regra de enfraquecimento & direita. A forma em que os
sistemas sao apresentados tem feito, em geral, com que sejam considerados
sistemas de sucedente multiplo ja que cada G; é apresentado simultaneamente
para a légica classica e intuicionista. Isto é, a formulagao do grupo de sistemas

é feita com seqiientes de sucedente multiplo.

1511, sistema apresentado na Figura 4 do Apéndice, é a versdo de LJ trabalhada com L
como simbolo primitivo no trabalho de Schellinx.

16(0s sistema G e Gy sdo trabalhados também no artigo “Permutability of Inferences in
Gentzen’s Calculi LK and LJ” do mesmo autor.
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Mencionamos os sistemas de Kleene pelas seguintes razoes. As derivacoes
intuicionistas dos sistemas G; tém, no maximo, uma férmula no sucedente.
Mas, a cardinalidade do sucedente dos seqiientes intuicionistas nao é estable-
cida na definicao do seqiiente como é o caso de LJ, mas é o resultado da
apresentacao das regras. Deste modo, a cardinalidade dos seqiientes intuici-
onistas é um resultado e nao estd preestablecido na definicao do seqiiente.

Assim, derivacgoes intuicionistas cumprem com o seguinte lema:

Lema 5 Se o seqiiente I' = By, ..., B, € derivdvel em G1 ou em G, entdo m

=0oum = 1.

Consideremos que os sequentes iniciais do sistema tém no maximo uma
formula no sucedente e as tunica regras que poderiam agregar uma férmula
ao sucedente sao (Wg) e (—g). Logo, restringindo essas regras nao é possivel

aumentar a cardinalidade do sucedente ao longo das derivacoes.

Uma outra razao para apresentar os sistemas de Kleene é o uso que tem
sido feito do sistema (3 como ferramenta para a busca de provas conjuntamente
com o sistema apresentado por Dragalin (conforme a figura 9 do apéndice).
Ambos sao exemplos que tem eliminado a apresentacao das regras estruturais.
Essa absorcao das regras estruturais foram resolvidas por ambos autores de
forma diferente.

Consideremos primeiro o sistema G3 de Kleene. O objetivo de Kleene
¢ reduzir, ao minimo, o nimero de opcoes de premissas quando tentamos
demonstrar um seqiliente ou esgotar as possibilidades quando esse seqliente nao
é demonstravel. Para fazer desnecessarias as regras estruturais apresentam-se
os seqiientes de modo tal que sua aplicacao seja independente da ordem e
do nimero de repeticoes de féormulas nos antecedentes, isto é, o antecedente
e o sucedente sao conjuntos. Além disso, o axioma tem a forma A,I' = A
fazendo com que a regra de enfraquecimento seja desnecessaria. Para garantir
a invertibilidade (isto é, a leitura inversa de uma regra: a partir da conlcusao
podem-se derivar as premissas) das regras repeten-se as férmulas principais
nas premissas.

No caso de Dragalin a invertibilidade é garantida pela apresentacao dos
dois componentes da conjuncao (em (Ar)) e disjungao (em (Vg)). O sistema
GHPC apresentado por Dragalin em Mathematical Intuitionism. Introduction
to Proof Theory ¢ um outro exemplo de sistema que eliminou as regras
estruturais. A primeira diferenca fundamental com os sistemas de Kleene é que
o sistema intuicionista de Dragalin tem derivacoes de sucedente multiplo. Os

antecedentes e sucedentes sao multiconjuntos e esta é justamente a sua maior
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peculiaridade: podemos provar a admissibilidade da contracao sem estarmos
obrigados a considerar o antecedente e o sucedente como conjuntos. Como
o sistema de Dragalin tem a regra do condicional restrita ao estilo LJ’ e
IL~, o enfraquecimento & direita é resolvido admitindo um A arbitrério na
conclusao da regra (—pg). A repeticao do condicional na premissa esquerda
de (—) é necesséria para provar a admisibilidade da contragao. Os recursos
apresentados por ambos sistemas tém sido trabalhados por Dyckhoff, embora
nao para sistemas de sucedente multiplo, mas para uma versao do sistema
GHPC de sucedente tnico. Até a década de 90, os tnicos sistemas que
permitiam derivagoes intuicionistas de sucedente miltiplo eram o LJ" e o
GHPC. O sistema mais usado foi o LJ’, enquanto, o trabalho de Dragalin foi
resgatado especialmente pelas técnicas de eliminacao da contragao aplicadas a
seu sistema.

A seguir apresentamos como funciona a prova de Dragalin da admissibi-

lidade da contragao.

Definicao 14 (Altura de uma derivacdo em GHPC) . A altura de uma

derivagio em GHPC (AP) é o nimero de seqiientes no ramo mais longo.

Lema 6 (Invertibilidade de regras de inferéncia) . Seja R qualquer
uma das regras (Vgr),(V5), (Ar), (AL). Se a conclusio de R tem uma de-
rivagdo 7 tal que AP(m) = n, entdo a premissa (ou premissas) tem uma
derivacio 7’ tal que AP(7') < n. No caso da regra (—p), se a conclusio
tem uma derivacio m tal que AP (w)= n, entdo, a premissa direita tem uma

derivacio 7 tal que AP (7') < n.

Teorema 4 (Admissibilidade da contracao) . (i) Se tem uma derivagao
7 do seqiente I' = A, A A e AP(m)= n, entdo, existe uma derivagcio '
de T = A, A com AP(7') < n. (ii) Se tem uma derivagao ©* do seqiiente
A AT = A e AP(m)=n, entdo, existe uma derivagio ©* de A, T = A com
AP (') < n.

Prova por inducao em A com uma sub-indugao na altura da derivacao. Ob-
servemos o seguinte caso:

1. Caso n=0. Se I' = A, A, A é um axioma, I' = A, A também.

Um argumento similar se aplica para (C7r)

H.I. A regra de contracao é admissivel para derivagoes de altura n.
Apresentamos o caso do condicional para mostrar a necessidade da férmula

principal na premissa esquerda de (—):

2.1 Seja m uma derivagdo do seqiiente I' = A, (A — B),(A — B) no
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qual a ultima inferéncia é R.

2.1.1 R # (—g). Entao 7 tem a seguinte forma:
7T
= A° (A— B),(A— B)
I'=A(A— B),(A— B)

R)

Pela H.I. temos 7’ de ['* = A°, (A — B) e aplicando R temos ' = A, (A — B)

2.1.1 R = (—g). Consideremos a seguinte derivagao:
T
Al'=B
I'=A,(A— B),(A— B)

(—r)

A partir da mesma premissa podemos agregar um contexto diferente pela

aplicagao da mesma regra:

T
ATl =B
I'= A (A— B)

—R)

2.2. Consideremos o caso problemdtico em que o seqiiente (A — B), (4 —
B),I' = A foi obtido por (—1) e a férmula (A — B) é a férmula principal nas
duas premissas:
m 2
(A—-B),(A—-B),I'= A B,(A— B),I'=A
(A— B),(A— B), = A

(—r)

Pela H.I. temos 7] de (A — B),I' = A. Consideremos a premissa direita
B,(A — B),I' = A. Como também (A — B) ¢é férmula principal de (—),
pela invertibilidade da regra afirmada no lema 6 temos uma derivacao da sua
premissa direita, isto é m3 de B, B,I' = A. Agora podemos realizar a contracao
aplicando a H.I. e obtendo 75 de B,I" = A. Logo:

/ /
™ T3

(A—-B),I'=A B,I'= A
(A— B),I'=A

(=)

Como sugerimos anteriormente, Dyckhoff tem sido o grande difusor do

trabalho de Dragalin e responséavel pelo fato de que o mesmo seja comum na
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bibliografia de busca de provas. Embora o sistema de Dragalin seja livre de
contracao, o problema da duplicacao de férmulas persiste porque a férmula
principal é repetida no caso da (—g). Ou seja, embora seja possivel proceder
desde o seqiiente final de forma ascendente até os axiomas, nao podemos
asegurar o final do processo. Dyckhoff trabalha com uma versao do sistema
de Dragalin, mas de sucedente tinico que chamamos como LJ” (conforme a
Figura 10 no apéndice, na qual se apresentam também as varia¢oes do LJT).
O objetivo das variagoes apresentadas em LJT é assegurar a terminacao do
processo de busca e para isto, a regra de (—) é substituida por quatro regras
que apresentam um tratamento mais detalhado da implicacao que dependem

da forma do antecedente do condicional.

2.3.2
Sistemas com marcacao das relacdoes de dependéncia entre as férmulas
de um seqiiente

Como temos mencionado, os sistemas LJ’ e GHPC foram os tinicos sis-
temas intuicionistas de sucedente miltiple ato a década dos 90. (O sistema de
Schellinx com L foi publicado no ano de 1991). O desenvolvimento do tipo de
sistemas que nos interessa, aqueles que indicam a relagao de dependéncia entre
as formulas, se retrae a inicios da década dos 90. Foram duas as motivagoes
principais. A primeira radicava na dificuldade para eliminar os cortes em siste-
mas com regras restringidas, tipo LJ’. Desde o livro de Takeuti, acreditava-se
que a eliminacao dos cortes para LJ’ era trivial ja que constituia um caso
particular das provas de Gentzen. O problema foi justamente apresentado
no trabalho de Schellinx do ano 91 com o ja referido contraexemplo que

repetemos a continuacao:

'=sAA
I'=AA (AV B),0,C = D _
(%) I'=A,(AVB) (AVB),0,C=D
'=A,(AvB) (AVB),®=(C—D) =>
r,0,C=A,D
r,e=A,(C—D) (%)

[,0=A,(C— D)

onde (*) é uma aplicacdo correta de (—g)em LJ e (**) ndo é uma
aplicacao correta da mesma regra.

Uma segunda motivacao surgeou com as dificultades na formulagao de
um sistema em célculo de seqiientes para a légica linear intuicionista com

o fragmento multiplicativo para o qual LJ’ nao era adequado. A idéia de
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formular um sistema considerando as relacoes de dependéncia entre as férmulas
do antecedente e o sucedente proveio de Hyland. A origem do sistema FIL
é descrita por De Paiva e Pereira justamente motivada pela formulacao de
um sistema para a logica linear intuicionista que estava sendo desenvolvido
nessa época por De Paiva e Hyland com todos os operadores (aditivos e
multiplicativos)!”. Um contraexemplo nessa légica andlogo ao de Schellinx foi

encontrado por Pereira e apresentado no artigo dos autores:

p=Dp 1,0=4q

p=p, L L= (0—q)

p=(0-—q),p

Como referimos na introducao, estes novos sistemas na década de 90 impulsi-
onaram uma virada na forma em que o carater intuicionista dos sistemas era
assegurado. Em um fato curioso, se desenvolveram paralelamente dois sistemas
de sucedente multiplo baseados em relagoes de dependencia entre férmulas. O
sistema de De Paiva e Pereira, FIL (Full Intuitionistic Logic, Figura 13 do
Apéndice), surgiou como um sistema intuicionista mas, com o potencial para
ser aplicado as légicas intermediarias entre a classica e a intuicionista. Um dos
problemas bastante discutido!'® era a possibilidade de uma formulacio de um
sistema livre de corte para a loégica de dominios constantes. Um outro sistema
baseado nas relagoes de dependéncia estava sendo formulado na mesma época
por Kashima e Shimura, justamente para resolver esse problema. No artigo do
ano 94 eles apresentaram um sistema para a légica de Dominios Constantes
que satisfaz eliminacao de corte.

A incorporacao de uma notacao aos seqiientes sobre as relacoes de de-
pendéncia foi evoluindo do seguinte modo. Em primeiro lugar apresentou-se a
formulagao do sistema para a légica linear intuicionista chamado FILL(Full In-
tuitionistic Linear Logic) por Hyland e De Paiva!®. Posteriormente no trabalho
de Braiiner com De Paiva? que corrige em parte o original com Hyland, essas
relagoes sao definidas indutivamente em forma paralela a apresentacao das re-
gras do sistema. Finalmente no trabalho de De Paiva e Pereira®'para a lgica
proposicional intuicionista (FIL) foi definido um tipo diferente de seqiiente, um

sequiente “decorado” que incorporava na defini¢ao de seqiiente a informacao so-

170 sistema cabou sendo apresentado numa versio final corregida por De Paiva e Braiiner
e pode se ver nas Figuras 11 e 12 do Apéndice).

18Veja na bibliografia as refencias aos artigos de Lépez-Escobar

19V¢ja-se a apresentacio do sistema no artigo dos autores “Full intuitionistic linear logic
(extended abstract)”.

20V¢jase o artigo dos autores “Cut Elimination for Full Intuitionistic Linear Logic.

210 sistema estd publicado em “A Short Note on Intuitionistic Propositional Logic with
Multiple Conclusions”.
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bre as relagoes de dependéncia entre as férmulas do antecedente e o sucedente.
A versao de Kashima e Shimura (para CDL) também com a informagao inter-
nalizada no seqiiente foi publicada no ano 94 em “Cut-Elimination Theorem

"22 reproduzido na Figura 14 do Aoéndice.

for the Logic of Constant Domain

No inicio do capitulo escrevemos sobre a interpretacao dos seqiientes que
proveio do proprio Gentzen: um seqiiente I' = A pode ser interpretado como
a férmula (AT — \/ A). No caso de LK, pela férmulacdo da regra (—g), o
condicional pode ser internalizado sem problemas nessa disjuncao representada
pelas virgulas do sucedente. Em que forma devemos interpretar as virgulas de
um sucedente multiplo num seqiiente intuicionista? Comegemos notando que
as regras de (Vg) e (Ar) s@o iguais em FIL e em LK. Como ja vimos, nesse
fragmento nao é possivel distinguir uma logica da outra e, como referimos na
introdugao, o fragmento implicacional sim é suficente para distinguir a légica
classica da intuicionista. E importante destacar que, as relagoes de dependéncia
nos permitem um modo enriquecido de apreciar as diferencas entre ambas
as logicas. Deste modo, os sucedentes nao sao somente explicados no que
diz respeito as propriedades das disjungoes (cldssica e intuicionista) de modo
isolado, mas no modo no qual a disjuncao interage com outras constantes
légicas. Assim, a diferenga entre sistemas de sucedente multiplo classico e
estes sistemas de sucedente multiplo intuicionista radica no modo pelo qual
o condicional pode se comportar a respeito dessa disjuncao. Enquanto essa
internalizacao é feita sem restrigdes na légica classica, em FIL, o condicional
pode ser internalizado na disjuncao com determinadas restricoes concentradas
na regra do condicional. Os condicionais podem ser introduzidos respeitando
determinadas relagoes de dependéncia. Isto permite agregar a premissa da regra
(—r) um contexto A. Essas restrigdes sao suficentes para garantir o cardter
intuicionista do sistema proposicional.

Vimos em sistemas anteriores considerados de sucedente multiplo (LJ e
GHPC) que a simetria, no que diz respeito a cardinalidade, era parcialmente
restituida, mas o condicional nao podia ser internalizado de modo nenhum.
Podemos perceber em FIL que a simetria na cardinalidade do sucedente é
restuida totalmente em todas as regras dos sistemas. A nocao de dependéncia
entre formulas é uma forma, diferente da cardinalidade, de impor restricoes
as regras do sistema. Revisamos, a continuagao, detalhes desses sistemas para
varias légicas que incorporaram este conceito de dependencia entre féormulas.

Em “Cut-Elimination for Full Intuitionistic Linear Logic”, Braiiner e

de Paiva apresentam o sistema FILL para a légica linear intuicionista Full

220 sistema j4 tinha sido trabalhado por Kashima em “Cut-elimination for the interme-
diate logic CD”.
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Intuitionistic Linear Logic) que estd baseado numa nogao de dependéncia
entre ocorréncias de férmulas. A definicdo num seqiiente I' B = A, A de
quando uma férmula A depende de uma férmula B permite expressar o carater
intuicionista do sistema. Os autores apresentam primeiro o sistema CLL
(Classical Linear Logic) caraterizando posteriormente o grupo de derivagdes

que sao intuicionistas, tal como é feito a seguir:

Defini¢ao 15 (Conjunto Dep,(A)) . Seja m uma derivacio do seqiiente
I' = A. Una formula A (tal que A €A) depende de uma formula B (onde
B el') se e somente se B eDep, (A)*.

Defini¢ao 16 (Derivagao de FILL) . Uma deriva¢ao m em FILL é uma
derivagio em CLL onde a regra (—og) € aplicada em 7 a uma premissa da
forma T, B = C, A para obter I' = (B — ('), A se nehuma das formulas em
A depende de B em .

Como podemos ver, a diferenca radica na introducao dos condicionais.

Uma nocao similar é usada por Bratiner em: “A Cut-Free Gentzen Formulation
of the Modal Logic S5”. O trabalho resolve um problema na formulagao de
S5 que, num sistema ao estilo Gentzen, nao tinha sido provado ser livre de
corte. Um contraexemplo mostra que o problema esta concentrado na regra de
introdugao do O & direita (= 0):

Or = A,0A
=
OF = 0OA,0A

O seqiiente = [J-[A, A nao teria uma prova livre de corte:

A= [0A
= A, 0A A=A
= 0-0A4,04 A=A
= [-0A4 A

No sistema S5 apresentado por Braiiner, a inferéncia (= ) deve ser realizada
tendo em conta que nenhuma das férmulas de I' e A tenham determinadas
relagoes de dependéncia com A. Esta regra permete mais provas no sistema
(mas nao mais seqiientes derivaveis), podendo-se construir esta prova livre de

corte:
A=A

OA= A
= A, A
= [-0A A

230 conjunto Dep,(A) é definido indutivamente nas figura 11 e 12 do Apéndice.
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Braiiner define primeiro um sistema auxiliar pre-S5 a partir da légica propo-
sicional cldssica com regras para os operadores modais. S5 é obtido a partir
de pre-S5 impondo restri¢oes as regras (= ) e (¢ =). O sistema inclui uma
nocao de conezxao entre féormulas em uma derivagao. Esta nocao é introdu-
zida por Bratiner para agregar condigoes na regra (= ) e (¢ =). Isto é, a
apresentacao de S5 a partir de pre-S5 necessita da nocao de conexdo entre
formulas ja que as provas do sistema S5 sao caracterizadas como aquelas cu-
jas aplicagoes de (= ) e (¢ =) cumprem com determinadas condigdes em

relacao as conexoes entre as formulas:

Definicao 17 (Derivagao em S5) Uma derivacao em S5 é uma derivagdo
em pre-S5 na qual, sempre que (Og) € aplicada a uma derivagio m deT' = A, A
para obter uma derivacio de I' = A, A nenhuma das formulas em I' e A

depende de ocorréncias de A em .

De modo similar a FILL, a relacao de dependéncia no caso de Braiiner
nao estd internalizada nos seqiientes.

A internalizacao da relacao de dependéncia ou conecao entre as férmulas
de um seqiiente foi feita por de De Paiva e Pereira no artigo ja mencionado.
Nesse trabalho é apresentado um novo tipo de seqliente (a decorated sequent)

que tem a seguinte forma:
Ay(m)s s Ay(m0) = B1/S1, e, B/ S
onde:

(a) A; (sendo 1 < i < k) e Bj (sendo 1 < j < m) sao férmulas da légica

proposicional intuicionista.
(b) n; (sendo 1 < i < k) é um ntimero natural que é o indice da férmula A;.

(c) S; (sendo 1 < j < m) é um conjunto de nimeros naturais tal que S; é o

conjunto de dependéncia da féormula B;.

Deste modo, uma férmula B/S no sucedente depende das férmulas do ante-
cedente que tenham indices em S, isto é, cada férmula no sucedente tem um
conjunto associado de hipéteses. A regra (—gr) em FIL (igual que (—og)) tem
a restricao para usar algumas hipdteses na légica intuicionista.

No artigo ja mencionado, De Paiva e Pereira provam a eliminacao do
corte e a correcao a respeito da logica proposicional intuicionista, isto é, que
todo teorema de FIL pode ser provado em LJ.

Como ja vimos, para o tratamento das relagoes de dependéncia, se

apresenta em De Paiva e Pereira uma outra versao da regra de corte chamada
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corte indexado. A seguir apresnetamos algumas definicoes especificas para esta
prova de eliminacao do corte para FIL1 via corte indexado.
Em De Paiva e Pereira ¢ apresentada uma outra regra denominada corte

indezado que indica as posicoes das ocorréncias que devem ser deletadas?*:

r=A I"'=A
T = A A

< Asng, o ngsma, ., my >

A seqiiéncia < A;nq,...,nE;mq,...,m; > indica que a férmula ser cortada é a
formula ‘A’ e que deve ser deletada somente nas posigoes nq, ..., nj do sucedente
da premissa esquerda e nas posi¢oes my,...,m; do antecedente da premissa
direita.

O corte indexado é um caso particular do mix. Na diregao inversa é suficente
usar a regra de contragao para depois aplicar o corte. Vejamos o problema que
surge com a regra do mix no seguinte exemplo, no qual a aplicacao desta regra

impede a aplicagao da regra (—g):

A,CT = A

(AL)
B(n),T = (AAC)/S1,(AAC)/S2U{n},A  (AAC)m)I' = A'/S' :

BT, T = A,A'/(S"US1 US2 U {n})
A férmula com indice n fica agora vinculada a A’ e nao pode ser usada para
uma outra férmula (AAC) que possa ser introduzida por (Wg). Pelo contrario,
fazendo a escolha das ocorréncias, o condicional pode ser introduzido depois

do corte indexado como se mostra a seguir:

A,CT = A/

(AL)
B(n),T = (AAC)/S1,(AAC)/SaU{n}, A (AAC)(m)T’ = A'/S' U {m} "

<(AAB);1;1>
B[, T = (AANC)/SaU{n}, A, A’/(S"UST)

LTV = (B— (ANQC))/S2, A, A /(S UST) o
Outros sistemas a partir de FIL tem sido desenvolvidos desde entao. Véja-se
na bibliografia (e figuras 15 e 16 do Apéndice) o trabalho de Ludmilla Franklin
com a versao de FIL para Deducao Natural Intuicionista com multiples
conlusoes (NFIL). Esse sistema resulta também um apoio intuitivo para
compreender a versao em calculo de seqiientes.
De Paiva e Pereira também destacam a adequacao de um sistema tipo

FIL para trabalhar com a Légica de Dominios Constantes®. Esta logica agrega

24No sistema de Kashima y Shimura, também apresentam um mix especial que permite
fazer a selecao das ocorréncias.

A Légica de Dominios Constantes (CDL), introduzida por Grzegorczyk (1964) e
axiomatizada por Gornemann (1971).
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a logica intuicionista o axioma:
(CD) V(B V A(z)) — (B VVzA(z)), onde x nao esta livre em B

CDL tinha uma formulagao prévia em célculo de seqiientes que tinha todas as
regras classicas exceto as regras de introducao da negacao e do condicional a
direita com as restrigoes de LJ’. (Ou seja, o sistema LJ’ mais a regra cldssica
de introduc@o do universal a direita permite a derivacao do axioma CD). Este
sistema nao satisfaz a eliminacao de corte. Em “Cut-Elimination Theorem for
the Logic of Constant Domain” Kashima e Shimura mencionam o trabalho de
Lépez-Escobar que prova que esse sistema nao satisfaz a eliminacao de corte.

Um contraexemplo o constitui a seguinte derivagao:

VeA(x) = Ve A(z)
T C,\VzA(z) = Vo A(z)
Va(A(x) vV B) = B,VzA(x) VrA(z) = (C — VzA(x))
Va(A(x) vV B) = B, (C — VzA(x))

(Wr)

—R)

(corte)

Além disso, Lopez-Escobar considerou que nao seria possivel, agregando um
numero finito de regras, obter um sistema para Dominios Constantes livre de
corte. Nesse mesmo artigo, Kashima e Shimura se ocupam exatamente desse
problema e apresentam uma variacao de C'DL; que se concentra na regra
(=—). O sistema tem agregada a defini¢ao de uma conezdo (~) entre férmulas
que representa a relagao binaria de dependéncia entre formulas no antecedente
e formulas no sucedente. O novo seqiiente é um seqiiente etiquetado com

numeros naturais que permite distinguir as ocorréncias das férmulas. A regra

(—)R)Z
AT=AB

I'=AA—B

é aceita se a premissa A', ' = A, B? cumpre que A' = A. Mais precisamente
a seguinte regra ¢ admitida com um conjunto de condicoes:
A' T = A, B?
I'= A (A— B)?

onde (sendo G qualquer férmula em I' e D uma férmula qualquer de A:

(i) A' = D no seqiiente superior.

(i) G ~ D no seqiiente inferior somente se estdao relacionadas também no

superior.

(iii) G ~ (A — B)? no seqiiente inferior se G ~ B? no seqiiente superior.

Este novo sistema para Dominios Constantes satisfaz eliminacao de corte.
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2.3.3
Aplicacoes dos sistemas intuicionistas de sucedente multiplo.

Como ja dissemos, até a década dos 90, o sistema de sucedente mltiplo
mais usado foi o LJ” (enquanto o trabalho de Dragalin foi rescatado pelas suas
provas de admissibildiade da contragao). O sistema LJ’, quando apresentado
por Takeuti?®, permitiu a aplicacdao de técnicas de andlise de seqiientes para a
obtencao de derivacoes, e portanto, de provas de completude para a logica de
primeira ordem. No caso do sistema de Gentzen, vemos que um seqiiente em LJ
daformaI' = (AVB) nao pode ser reduzido a um seqiiente da forma I' = A, B.
Isto sim ¢é possivel com LJ’. O mesmo problema pode ser percebido no processo
de reducao apresentado por Gentzen na sua primeira prova de consisténcia da
Aritmética de Peano trabalhando com o fragmento {A, =, V}. Pode se apreciar
que, para o caso intuicionista, a prova necessita dos sucedentes multiplos para
trabalhar o caso da disjuncao e, portanto, nao pode ser realizada com LJ.
Uma aplicacao das técnicas usadas por Gentzen no caso classico pode ser feita
para o caso intuicionista usando LJ’ como base logica para a Aritmética de
Heyting?”.

Notemos que as aplicagoes podem ser extendidos da logica intuicionista
para as logicas intermedidrias usando como base a intuicionista. Se caracteri-
zarmos uma logica como o conjunto de teoremas, entao com o nome de ldgicas
intermedidrias se denominam aquelas logicas cuja for¢a dedutiva se encon-
tra entre a classica e a intuicionista. Sistemas axiomaticos para estas légicas
podem se obter partindo de um sistema axiomético intuicionista (tipo Hey-
ting) e agregando axiomas validos na légica cldssica mas nao na intuicionista.
Em sistemas de seqiientes, o uso de LJ’ para estas logicas aparece no tra-
balho de Umezawa. Em “On logics intermediate between intuitionistics and
classical predicate logic”, Umezawa estuda as logicas intermediarias usando
LJ’ como ponto de partida agregando outros seqiientes iniciais como novos
axiomas. Deste modo estuda as relagoes de inclusao entre as diversas logicas,
inclusive a ldgica de Dummett (caracterizada pela lei ((A — B) V (B — A)).
Em “On intermediate propositional logics”, o mesmo autor trabalha com LJ’
para as légicas intermediarias proposicionais estudando a independéncia de al-
guns simbolos légicos em algumas légicas, isto é, em que sistema intermediario
cada simbolo perde sua independéncia em relagao aos outros.

No caso de aplicagoes dos sistemas de sucedente multiplo ja vimos que,

considerando as relagoes de dependéncia, foi possivel formular sistemas para

26Takeuti. Proof Theory. Véja-se a prova de completude para LJ’ e a formulacdo do
processo de redugao de seqiientes apresentado para esse objetivo.

2TPallares, M.F. “Extending the First Gentzen s Consistency Proof to the Intuitionistic
case”.
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a légica linear com o fragmento multiplicativo e um sistema S5 livre de corte.
Também foi possivel com o sistema de Kashima e Shimura formular o sistema
livre de corte para CDL. O contraexemplo mencionado tem a seguinte prova

livre de corte (que fazemos com a notagao de FIL:

Aa)(1) = A(a)/{1}  B(2) = B/{2} V1)
(A(a) v B)(1) = A(a)/{1}, B/{1} Vo)
Va(A(x) v B)(1) = A(a)/{1}, B/{1} o)
Vr(A(x) v B)(1) = B/{1}, A(a)/{1} )
Va(A(x) v B)(1) = B/{1},VxA(x)/{1} )

C(3),va(A(x) v B)(1) = B/{1}, Ve A(x)/{1}
Va(A(z) V B)(1) = B/{1},(C — VaA(z))/{1}

Percebe-se que, na ltima inferéncia, o condicional pode ser introduzido porque

—R)

o indice da hipdtese nao ocorre na férmula B.
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