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A
Demonstracoes adicionais

Al
Teorema de dissipacao minima - complemento

Sejam dois escoamentos (u, p) e (u',p’) incompressiveis e que satisfazem
as condicoes de contorno em um certo dominio V', delimitado pela superficie
S. O escoamento (u,p) satisfaz as equagdes de Stokes, mas (u',p’) nao

necessariamente. Nesse caso, temos que

X:/QM(E’—E):EdV:/QuEd:EdV:/2uVud:EdV, (A-1)
14 \%4 14

em que E' = 1/2[Vw + (Vu')T] ¢ E? = E' — E. Sendo E : Vu’ =
VAE -u?)—(V-E)-u emque u? =u' —wue 2uV-E = uV*u = Vp, desde
que V- E = (1/2)V?u e (u,p) satisfazem as equagoes de Stokes, entao ([A=]))

fica

—2u/V (E-u)dV — /Vp (A-2)
Como V - u? = 0 entdo Vp - u? = V - (pu?). Agora, usando o teorema da

divergéncia obtemos

Xz?,u/E-ud-ndS—/pud-ndS:O, (A-3)
S S

desde que ud(x) = 0, V& € S j& que ambos os escoamentos satisfazem as
condigoes de contorno.

Por incluir.

A.2
Representacdo integral do escoamento de Stokes

Considere o teorema reciproco com o par de escoamentos (u,o,0) e

(w', o', f'). O primeiro escoamento é livre de forgas de campo, de tal forma
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que 231)) fica V- (o -4/ — o' -u) = f'-u. Considerando agora que o segundo
escoamento ¢ produzido por um monopolo com intensidade F' na posicao x,

tal que f' = -V -0’ = —Fd(x — x,), temos que

%F-V-[g(w—wo)-a—u’f(az—mo)-u] =0(x—x,)F-u. (A4

Integrando a equacao ([A-4]) em um volume V' regular, isto é que nao contém
singularidades como ilustrado na figura ([AJl), e aplicando o teorema da

divergéencia de Gauss, desde que F' é arbitrario, obtemos

/S[g(m —x,) - o(x) — pu(x) - T (x)(x —x,)] - n(x)dS = 0. (A-5)

Figura A.1: Volume de controle no dominio do escoamento. O polo estd na
posicao x,, tal que ¢, € V.

Se o polo esta contido na regiao de integracao, define-se um pequeno
volume esférico V., de raio e, que contém o polo conforme indica a figura
(A.2). Dessa forma, a equacao (A-H]) vale para o volume V — VL, delimitado

pelas superficies S e S, isto é

/Ss G(x —x,) o(x) n(x) — pu(x) - T (x—x,)  -n(x)|dS(x) =0. (A-6)

Sobre a superficie S; o vetor normal é dado por n = —r /e, em que r = x — x,
comx € S., dS = £2dQ), em que Q ¢é o angulo sélido e as funcoes de Green sao

dadas por

1 rT
f(r)=-I+—=
G.(r) I+
Usando esses resultados em ([A-€]) obtemos

@)
N
—~
<
~—
I
|
T

(A7)
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Figura A.2: Volume de controle no dominio do escoamento. O polo estd na
posicao x,, tal que x, € V.

[166@~2.) (@) nia) ~ pula) - T(e -~ 2.)-nia)lds@
_ /’K1+T)-a@yr+6mmm-giﬂmw:o. (A-8)
Se

e2

Tomando o limite € — 0 o tensor de tensoes e o campo de velocidade tendem
para seus respectivos valores em x,, isto é o(x) — o(x,) e u(x) — u(x,).
Como r — 0, o primeiro termo da segunda integral em ([A-8) anula-se, de

forma que

.LW@%*%%UWWRQﬂ—MM@-T@—wJﬂﬂwwﬂwﬁ=

6ru(x,) - hml/s rrdS(x). (A-9)

e—0 54

Neste ponto é importante considerar o teorema da divergéncia para o produto

tensorial rr. Segue-se que

4
/ rrdS = 5/ rn.dS =¢ | VrdV = 5I/ dV = %54I (A-10)
£ € ‘/E €

em que n, é o vetor normal a S. que aponta para fora do volume V.. Portanto

a equagao ([A-9) pode ser escrita na forma

u(x,) = —i u(x) - T(x—x,)  n(x)dS(x)

%M/gx_%) o(x) - n(x)dS(z). (A-11)
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Os caso em que x, € V é obtido diretamente de [A-3l Se x, € S com
esse procedimento é preciso combinar representacoes integrais do escoamento
dentro e fora de V' e usar a condicao de salto us(x,) = (1/2)(u(x,) + \u)),
sabendo que a velocidade é uma funcdo continua através de S (ver detalhes
em Cunha et. al. (2003%)).

A3
Operador adjunto da dupla camada potencial

Seja um espaco de fungoes vetoriais V' = {v(z) : R® — R% v; €
CY% (v,v) < oo}, de dimensao infinita, em que C° é o espago das fungoes

continuas, no qual esta definido o produto interno

(u,v) = /Su(a:) ~v(x)dS(x), (A-12)

em que u,v € V. Seja também L uma aplicacao linear desse espago definida

por

L -u= i Su(:c) T (x —x,)  -n(x)dS(x). (A-13)

O operador linear adjunto a L, denotado por L?, é definido tal que (L-u,v) =

(u, L*. v). Dessa forma, para obter uma expressao para L* fazemos

@ouw) = [[5 [uw) T o) n@ is@] viz)asie

47
- = / / u(@) T(z - z,) - n(@) - v(z,) dS(z) dS(z,)
_ ﬁ /S /S w@) T (@ —x,) - v(x,) - n(x) dS(x,) dS(x)
- /S u(z) - & /S T (x — x,) - v(,) dS(wo)] -n(x) dS(z).

Usando as propriedades de simetria em relacao ao produto escalar escrevemos
1
(L-u,v) = / (@) - n(x) - {— / (@) T(x— ) dS(a:o)] 05(x).
s A Js

Finalmente, comutando x e x, e usando a simetria impar de 7~

Lowo) = [ul@) n@) |- [o@) Te-a)ds@)] as,)
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de forma que

A-fv:—inm ] v(e) T(xe —=x x). -
L ) [ @) Te—s)ds@. (A1)

A.4
Equacao constitutiva para o salto de tensoes através de uma interface
entre dois liquidos

A origem fisica da tensao superficial estd na tendéncia de uma superficie
liquida (quer seja entre um liquido e um gas como entre um liquido e outro
liquido) em se contrair espontaneamente, tendendo a admitir a configuracao de
minima area (Adam, 1968). Para entender esse fato, consideremos inicialmente
que em um liquido distingue-se de um gas pelo fato de suas moléculas atrairem-
se mutuamente com intensidade suficiente para impedir a vaporizacao. Ainda
assim, as moléculas de um liquido sao relativamente livres para rotacionar e
transladar umas em relacao as outras. Dessa forma, no interior de um liquido
as moléculas estao sujeitas a forcas atrativas em todas as diregoes. Porém,
na interface entre dois liquidos imisciveis ou entre um liquido e um gas, as
particulas sao atraidas por suas vizinhas para dentro do fluido. Nessa condicao,
uma molécula sofre uma forga perpendicular a interface que a faz mover-se
para o interior. Portanto, as moléculas em uma interface liquida estao sempre
movimentando-se para o dentro do fluido, produzindo um efeito de reducao da
area da superficie que delimita o material. A contracao espontanea da superficie
pode ser interpretada como um energia livre associada a um trabalho de
exercido pela interface. Na solucao de muitos problemas envolvendo interfaces
fluidas, essa energia livre por unidade de area da superficie é substituida por
uma “tensao superficial” atuando em todas as direcoes paralelas a superficie.
Levando isso em conta, podemos conceber um modelo em que a interface exerce
uma determinada tensao sobre o fluido. Dessa forma, existe um salto de tensoes
A f através da superficie. Sendo assim, considerando que a interface esteja em
equilibrio mecanico, o balanco de forcas sobre a superficie pode ser modelado

por

/Afds—/a(nxt)cw:o, (A-15)
S C

em que o é um coeficiente de tensao superficial com dimensao de tensao por
unidade de comprimento e b = (¢t x n) é o vetor binormal da superficie S, cujo

contorno é C'. Levando em conta a seguinte forma do teorema de Stokes:

/Fxtdez/[nv.F—VF.n]dS, (A-16)
C S
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em que F' é um vetor qualquer e n é diferenciavel em toda superficie S. Fazendo

F = on, a equagao ([A-15]) pode ser escrita como

/ AfdS = / NV - (on) — V(om) - n] dS. (A-17)
S s

Inicialemente temos que nV - (on) = (cV-n)n+nn-Vo. Por outro, sabendo
que V(on) -n=(Von+oVn)-neque Vn-n = (1/2)V(n-n) = 0, desde
que n-n = 1, temos que V(on)-n = Vo. Portanto, a equacgao (A-I7)) reduz-se

a

/ AfdS = /[(UV ‘n)n+mnn-Vo— Va|dS. (A-18)
s s

Desde que S e arbitraria, pelo teorema da localizacao segue que

Af =0V -n)n— (I —nn)-Vo. (A-19)
Na equagao ([A-19) podemos observar as contribui¢bes normal, (oV - n)n,
e tangencial, (I — nn) - Vo, do salto de tensoes através da superficie. O
vetor gradiente deve ser entendido como o gradiente superficial, desde que
as integrais em ([A-I8]) sdo sobre a superficie S. Nota-se que apenas ha salto
de tensoes tangenciais se existe gradiente de o. Tipicamente esses gradientes
estao associados a distribuicoes de tensoativos ou variacoes de temperatura

sobre a interface.
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B
Coeficientes de Fourier de I; e I, no regime de pequenas
amplitudes de deformacao

Considerando as expansoes em série de Fourier para as integrais [; e Io

da secao [4.4] temos que

Ii(7e,t) = ag+ ascos(2wt) + bysen(2wt) + agcos(4wt) + bysen(4wt),
Ly(7,,t) = ajcos(wt) + bisen(wt) + azcos(3wt) + bzsen(3wt), (B-1)

1Y /1 1 1Y, 1 71 1 .
" <2—c> é‘a%)“(l—zc) (4—01—6—;4—03—1)%
. w
o = (1) (2
1 11 3 1 1Y\,
ays = (4_80) (Z_C_1+2_02_C_3+4_C4)707
1 1 1 3 1 1
= () 0-) e (@) (o g -m)
<i_l)v2+(i)(i_l+i)v4
ce c1 /)"’ 6¢2 8¢ ¢y 8cy)

1 111 1),
L Y B-2
1602) ( 3¢y + cy  C3 + 304> os (B-2)

em que ¢, = 1 +n?w?/ten=1,...,4.
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C

Funcoes materiais da emulsao em cisalhamento oscilatdrio

Considerando os coeficientes de Fourier a; e b; do apéndice [C, as funcoes

viscométricas associadas a resposta em tensao de uma emulsao diluida de gotas

de alta razao de viscosidade sao dadas por

ey = 1 cos(wt) + ! sen(wt)
+ 1, cos(3wt) + 1, sen(3wt),

em que
Sco 5Y60)
/ "
VoL Ve PN
5co 5co
/ "
T = NCay " T = NCay
Ny = Ny + i} cos(2wt) + x5 sen(2wt)
+ Xy cos(dwt) + x5, sen(dwt),
em que
10
Nlo = Tas(l — Cao),
10co 10co
/ "
- I b
X’L’L )\ aQ’ Xu /\ 25
10co 10co
/ "
: = — by.
X'L'u )\ a’47 Xu) )\ 4

(C-1)

(C-2)
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Apéndice C. Fungbes materiais da emulsdo em cisalhamento oscilatério 211

Ny = N3+ cos(2wt) + (. sen(2wt)

+ (], cos(dwt) + (. sen(dwt), (C-5)
em que
Ny = 57(25(6&0 —1)+ 75566;\b Cay ay,
¢, = 5%25 as 7556)(\? Cay(a; + a3),
=220+ T Car(bn +bo) (0
(o = # ap + 7;;;% Cayas,
=220+ B gty
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