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A
Demonstrações adicionais

A.1
Teorema de dissipação ḿınima - complemento

Sejam dois escoamentos (u, p) e (u′, p′) incompresśıveis e que satisfazem

as condições de contorno em um certo domı́nio V , delimitado pela superf́ıcie

S. O escoamento (u, p) satisfaz as equações de Stokes, mas (u′, p′) não

necessariamente. Nesse caso, temos que

χ =

∫

V

2µ(E′ −E) : E dV =

∫

V

2µEd : E dV =

∫

V

2µ∇ud : E dV, (A-1)

em que E′ = 1/2[∇u′ + (∇u′)T ] e Ed = E′ − E. Sendo E : ∇ud =

∇· (E ·ud)− (∇·E) ·ud, em que ud = u′−u e 2µ∇·E = µ∇2u = ∇p, desde

que ∇ ·E = (1/2)∇2u e (u, p) satisfazem as equações de Stokes, então (A-1)

fica

χ = 2µ

∫

V

∇ · (E · ud) dV −
∫

V

∇p · ud dV. (A-2)

Como ∇ · ud = 0 então ∇p · ud = ∇ · (pud). Agora, usando o teorema da

divergência obtemos

χ = 2µ

∫

S

E · ud · n dS −
∫

S

pud · n dS = 0, (A-3)

desde que ud(x) = 0, ∀x ∈ S já que ambos os escoamentos satisfazem as

condições de contorno.

Por incluir.

A.2
Representação integral do escoamento de Stokes

Considere o teorema rećıproco com o par de escoamentos (u,σ,0) e

(u′,σ′,f ′). O primeiro escoamento é livre de forças de campo, de tal forma
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que (2-31) fica ∇ · (σ ·u′−σ′ ·u) = f ′ ·u. Considerando agora que o segundo

escoamento é produzido por um monopolo com intensidade F na posição xo

tal que f ′ = −∇ · σ′ = −F δ(x− xo), temos que

1

8πµ
F · ∇ · [G(x− xo) · σ − µT (x− xo) · u] = δ(x− xo)F · u. (A-4)

Integrando a equação (A-4) em um volume V regular, isto é que não contém

singularidades como ilustrado na figura (A.1), e aplicando o teorema da

divergência de Gauss, desde que F é arbitrário, obtemos

∫

S

[G(x− xo) · σ(x)− µu(x) · T (x)(x− xo)] · n(x) dS = 0. (A-5)

xo

S

V

n

Figura A.1: Volume de controle no domı́nio do escoamento. O polo está na
posição xo, tal que xo 6∈ V .

Se o polo está contido na região de integração, define-se um pequeno

volume esférico Vε, de raio ε, que contém o polo conforme indica a figura

(A.2). Dessa forma, a equação (A-5) vale para o volume V − Vε, delimitado

pelas superf́ıcies S e Sε, isto é

∫

S,Sε

[G(x− xo) · σ(x) · n(x)− µu(x) · T (x− xo) · n(x)]dS(x) = 0. (A-6)

Sobre a superf́ıcie Sε o vetor normal é dado por n = −r/ε, em que r = x−xo

com x ∈ Sε, dS = ε2dΩ, em que Ω é o ângulo sólido e as funções de Green são

dadas por

Gε(r) =
1

ε
I +

rr

ε3
e T ε(r) = −6

rrr

ε5
. (A-7)

Usando esses resultados em (A-6) obtemos
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xo
Sε

Vε
nε

S

V

n

n

Figura A.2: Volume de controle no domı́nio do escoamento. O polo está na
posição xo, tal que xo ∈ V .

∫

S

[G(x− xo) · σ(x) · n(x)− µu(x) · T (x− xo) · n(x)]dS(x)

−
∫

Sε

[(
I +

rr

ε2

)
· σ(x) · r + 6µu(x) · rr

ε2

]
dΩ(x) = 0. (A-8)

Tomando o limite ε → 0 o tensor de tensões e o campo de velocidade tendem

para seus respectivos valores em xo, isto é σ(x) → σ(xo) e u(x) → u(xo).

Como r → 0, o primeiro termo da segunda integral em (A-8) anula-se, de

forma que

∫

S

[G(x− xo) · σ(x) · n(x)− µu(x) · T (x− xo) · n(x)]dS(x) =

6µu(xo) · lim
ε→0

1

ε4

∫

Sε

rr dS(x). (A-9)

Neste ponto é importante considerar o teorema da divergência para o produto

tensorial rr. Segue-se que

∫

Sε

rr dS = ε

∫

Sε

rnε dS = ε

∫

Vε

∇r dV = εI

∫

Vε

dV =
4π

3
ε4I, (A-10)

em que nε é o vetor normal à Sε que aponta para fora do volume Vε. Portanto

a equação (A-9) pode ser escrita na forma

u(xo) = − 1

8π

∫

S

u(x) · T (x− xo) · n(x) dS(x)

+
1

8πµ

∫

S

G(x− xo) · σ(x) · n(x) dS(x). (A-11)
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Os caso em que xo 6∈ V é obtido diretamente de A-5. Se xo ∈ S com

esse procedimento é preciso combinar representações integrais do escoamento

dentro e fora de V e usar a condição de salto us(xo) = (1/2)(u(xo) + λu′o),

sabendo que a velocidade é uma função cont́ınua através de S (ver detalhes

em Cunha et. al. (2003b)).

A.3
Operador adjunto da dupla camada potencial

Seja um espaço de funções vetoriais V = {v(x) : R3 → R3; vi ∈
C0; (v,v) < ∞}, de dimensão infinita, em que C0 é o espaço das funções

cont́ınuas, no qual está definido o produto interno

(u, v) =

∫

S

u(x) · v(x) dS(x), (A-12)

em que u,v ∈ V . Seja também L uma aplicação linear desse espaço definida

por

L · u =
1

4π

∫

S

u(x) · T (x− xo) · n(x) dS(x). (A-13)

O operador linear adjunto a L, denotado por LA, é definido tal que (L·u,v) =

(u,LA · v). Dessa forma, para obter uma expressão para LA fazemos

(L · u,v) =

∫

S

[
1

4π

∫

S

u(x) · T (x− xo) · n(x) dS(x)

]
· v(xo) dS(xo)

=
1

4π

∫

S

∫

S

u(x) · T (x− xo) · n(x) · v(xo) dS(x) dS(xo)

=
1

4π

∫

S

∫

S

u(x) · T (x− xo) · v(xo) · n(x) dS(xo) dS(x)

=

∫

S

u(x) ·
[

1

4π

∫

S

T (x− xo) · v(xo) dS(xo)

]
· n(x) dS(x).

Usando as propriedades de simetria em relação ao produto escalar escrevemos

(L · u,v) =

∫

S

u(x) · n(x) ·
[

1

4π

∫

S

v(xo) · T (x− xo) dS(xo)

]
dS(x).

Finalmente, comutando x e xo e usando a simetria ı́mpar de T

(L · u, v) =

∫

S

u(xo) · n(xo) ·
[
− 1

4π

∫

S

v(x) · T (x− xo) dS(x)

]
dS(xo)

=

(
u,n(xo) ·

[
− 1

4π

∫

S

v(x) · T (x− xo) dS(x)

])
= (u,LA · v),
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de forma que

LA · v = − 1

4π
n(xo) ·

∫

S

v(x) · T (x− xo) dS(x). (A-14)

A.4
Equação constitutiva para o salto de tensões através de uma interface
entre dois ĺıquidos

A origem f́ısica da tensão superficial está na tendência de uma superf́ıcie

ĺıquida (quer seja entre um ĺıquido e um gás como entre um ĺıquido e outro

ĺıquido) em se contrair espontaneamente, tendendo a admitir a configuração de

mı́nima área (Adam, 1968). Para entender esse fato, consideremos inicialmente

que em um ĺıquido dist́ıngue-se de um gás pelo fato de suas moléculas atráırem-

se mutuamente com intensidade suficiente para impedir a vaporização. Ainda

assim, as moléculas de um ĺıquido são relativamente livres para rotacionar e

transladar umas em relação às outras. Dessa forma, no interior de um ĺıquido

as moléculas estão sujeitas à forças atrativas em todas as direções. Porém,

na interface entre dois ĺıquidos imisćıveis ou entre um ĺıquido e um gás, as

part́ıculas são atráıdas por suas vizinhas para dentro do fluido. Nessa condição,

uma molécula sofre uma força perpendicular à interface que a faz mover-se

para o interior. Portanto, as moléculas em uma interface ĺıquida estão sempre

movimentando-se para o dentro do fluido, produzindo um efeito de redução da

área da superf́ıcie que delimita o material. A contração espontânea da superf́ıcie

pode ser interpretada como um energia livre associada a um trabalho de

exercido pela interface. Na solução de muitos problemas envolvendo interfaces

fluidas, essa energia livre por unidade de área da superf́ıcie é substitúıda por

uma “tensão superficial” atuando em todas as direções paralelas à superf́ıcie.

Levando isso em conta, podemos conceber um modelo em que a interface exerce

uma determinada tensão sobre o fluido. Dessa forma, existe um salto de tensões

∆f através da superf́ıcie. Sendo assim, considerando que a interface esteja em

equiĺıbrio mecânico, o balanço de forças sobre a superf́ıcie pode ser modelado

por
∫

S

∆f dS −
∫

C

σ(n× t) d` = 0, (A-15)

em que σ é um coeficiente de tensão superficial com dimensão de tensão por

unidade de comprimento e b = (t×n) é o vetor binormal da superf́ıcie S, cujo

contorno é C. Levando em conta a seguinte forma do teorema de Stokes:
∫

C

F × t d` =

∫

S

[n∇ · F −∇F · n] dS, (A-16)
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em que F é um vetor qualquer e n é diferenciável em toda superf́ıcie S. Fazendo

F = σn, a equação (A-15) pode ser escrita como
∫

S

∆f dS =

∫

S

[n∇ · (σn)−∇(σn) · n] dS. (A-17)

Inicialemente temos que n∇· (σn) = (σ∇·n)n+nn ·∇σ. Por outro, sabendo

que ∇(σn) ·n = (∇σ n + σ∇n) ·n e que ∇n ·n = (1/2)∇(n ·n) = 0, desde

que n ·n = 1, temos que ∇(σn) ·n = ∇σ. Portanto, a equação (A-17) reduz-se

a
∫

S

∆f dS =

∫

S

[(σ∇ · n)n + nn · ∇σ −∇σ] dS. (A-18)

Desde que S e arbitrária, pelo teorema da localização segue que

∆f = (σ∇ · n)n− (I − nn) · ∇σ. (A-19)

Na equação (A-19) podemos observar as contribuições normal, (σ∇ · n)n,

e tangencial, (I − nn) · ∇σ, do salto de tensões através da superf́ıcie. O

vetor gradiente deve ser entendido como o gradiente superficial, desde que

as integrais em (A-18) são sobre a superf́ıcie S. Nota-se que apenas há salto

de tensões tangenciais se existe gradiente de σ. Tipicamente esses gradientes

estão associados a distribuições de tensoativos ou variações de temperatura

sobre a interface.
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B
Coeficientes de Fourier de I1 e I2 no regime de pequenas
amplitudes de deformação

Considerando as expansões em série de Fourier para as integrais I1 e I2

da seção 4.4 temos que

I1(γo, t) = a0 + a2cos(2ωt) + b2sen(2ωt) + a4cos(4ωt) + b4sen(4ωt),

I2(γo, t) = a1cos(ωt) + b1sen(ωt) + a3cos(3ωt) + b3sen(3ωt), (B-1)

sendo

a0 =

(
1

c

)
−

(
1

2c

)(
1− 1

c1

)
γ2

o +

(
1

8c

)(
− 1

c1

+
1

4c2

+
3

4

)
γ4

o ,

a1 =
( ω

c2

) (
1

c1

)
γo +

( ω

c2

) (
− 1

c1

+
1

c2

)
γ3

o ,

a2 =

(
1

2c

)(
1

2
− 1

c1

+
1

2c2

)
γ2

o +

(
1

12c

)(
7

4c1

− 1

c2

+
1

4c3

− 1

)
γ4

o ,

a3 =
( ω

4c2

) (
1

2c1

− 1

c2

+
1

2c3

)
γ3

o ,

a4 =

(
1

48c

)(
1

4
− 1

c1

+
3

2c2

− 1

c3

+
1

4c4

)
γ4

o ,

b1 =

(
1

c

)(
1− 1

c1

)
γo +

(
1

2c

)(
−3

4
+

1

c1

− 1

4c2

)
γ3

o ,

b2 =
( ω

2c2

) (
1

c2

− 1

c1

)
γ2

o +
( ω

6c2

) (
5

8c1

− 1

c2

+
3

8c3

)
γ4

o ,

b3 =

(
1

8c

)(
1

3
− 1

c1

+
1

c2

− 1

3c3

)
γ3

o ,

b4 =

(
1

16c2

)(
− 1

3c1

+
1

c2

− 1

c3

+
1

3c4

)
γ4

o , (B-2)

em que cn = 1 + n2ω2/c2 e n = 1, . . . , 4.
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C
Funções materiais da emulsão em cisalhamento oscilatório

Considerando os coeficientes de Fourier ai e bi do apêndice C, as funções

viscométricas associadas à resposta em tensão de uma emulsão dilúıda de gotas

de alta razão de viscosidade são dadas por

µap = η′i cos(ωt) + η′′i sen(ωt)

+ η′iii cos(3ωt) + η′′iii sen(3ωt), (C-1)

em que

η′i = µB +
5cφ

λCaλ

a1, η′′i =
5cφ

λCaλ

b1,

η′iii =
5cφ

λCaλ

a3, η′′iii =
5cφ

λCaλ

b3.

(C-2)

N1 = N o
1 + χ′ii cos(2ωt) + χ′′ii sen(2ωt)

+ χ′iv cos(4ωt) + χ′′iv sen(4ωt), (C-3)

em que

N o
1 =

10φ

λ
(1− c a0),

χ′ii = −10cφ

λ
a2, χ′′ii = −10cφ

λ
b2,

χ′iv = −10cφ

λ
a4, χ′′iv = −10cφ

λ
b4.

(C-4)
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N2 = N o
2 + ζ ′ii cos(2ωt) + ζ ′′ii sen(2ωt)

+ ζ ′iv cos(4ωt) + ζ ′′iv sen(4ωt), (C-5)

em que

N o
2 =

5φ

λ
(cao − 1) +

75cφ

56λ
Caλ a1,

ζ ′ii =
5cφ

λ
a2 +

75cφ

56λ
Caλ(a1 + a3),

ζ ′′ii =
5cφ

λ
b2 +

75cφ

56λ
Caλ(b1 + b3),

ζ ′iv =
5cφ

λ
a1 +

75cφ

56λ
Caλa3,

ζ ′′iv =
5cφ

λ
b1 +

75cφ

56λ
Caλb3.

(C-6)
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