PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0321171/CA

3
Metodologia numérica

Neste capitulo serao abordados os principais topicos relativos a solugao
numérica do escoamento na superficie de uma gota, utilizando a formulacao
integral de contorno. De um ponto de vista global, deseja-se determinar a
forma da superficie de uma gota sujeita a um determinado escoamento u., € 0
campo de velocidade sobre a mesma. Para isso serd usado o Método Integral de
Contorno. Varios métodos numéricos sao candidatos a resolver esse problema,
como os métodos de diferencas, volumes ou elementos finitos, por exemplo. No
entanto, diversos pontos indicam que a escolha mais adequada para a solucao
numérica do presente problema é o Método Integral de Contorno. A lineari-
dade das equagoes governantes, a existéncia de um teorema reciproco e de uma
solucao fundamental permitem que se obtenha uma expressao fechada, em ter-
mos de integrais de superficie, para o campo de velocidade sobre a superficie
da gota. A expressao integral é, por assim dizer, a solucao analitica do pro-
blema. Sob esse aspecto, o método numérico presta-se basicamente a solucao
de integrais de superficie, eventualmente associadas a solucao de um sistema
linear de equacao algébricas, cujo erro numérico esta relacionado apenas a re-
gra de integragao numérica. Por outro lado, no método de elementos finitos,
por exemplo, busca-se uma solucao aproximada do problema, baseada em um
espaco de funcgoes que nao necessariamente contempla todas as diregoes da
solugao exata. Outro aspecto atrativo do Método Integral de Contorno é que a
solucao pode ser obtida com a discretizacao apenas da superficie das particulas,
nao havendo a necessidade de se resolver o escoamento interior ou exterior a
mesma. Dessa forma, ha uma reducao dimensional, desde que um problema
em trés dimensoes é resolvido por meio de integrais sobre uma superficie no
espaco. Esse fato reflete-se drasticamente no nimero pontos de controle ne-
cessarios para a discretizacao do problema, ja que em uma discretizagao por
elementos finitos seria preciso resolver também os escoamentos dentro e fora
da gota. Sendo assim, o tempo computacional necessario para uma simulacao
utilizando o Método Integral de Contorno é muitas vezes menor do que quando

uma técnica tradicional é empregada. Vale lembrar que, em geral, esse método
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pode apenas ser empregado em problemas governados por operadores linea-
res. Assim sendo, seu escopo de aplicacao fica restrito quando comparado as
demais técnicas mencionadas. Além disso, hd questoes relacionadas a singula-
ridade das integrais de superficie e a obtencao de sistemas lineares cheios e,
muitas vezes, mal condicionados. Esses pontos serao abordados durante este
capitulo.

O problema numérico do ponto de vista do Método Integral de Contorno
pode ser visto como o de se resolver a equacao ([Z&O])m, dadas posicoes iniciais
para particulas materiais posicionadas sobre a superficie da gota. Dessa forma,
é natural que um método de Euler seja empregado para realizar a marcha no
tempo. Se u, for permanente a evolugao temporal deve acontecer até que nao
haja mais variacao da forma da superficie. Se, por outro lado, o escoamento
nao-perturbado for oscilatorio, entao é preciso simular um intervalo de tempo
suficientemente grande para que o transiente inicial possa ser descartado e
para que seja possivel extrair pelo menos um periodo de oscilagao completo. A
superficie em sua forma inicial pode ser discretizada em pontos de controle
sobre os quais elementos geométricos, como o vetor normal e a curvatura
média local, além da velocidade superficial, devem ser conhecidos. Um pds-
processamento é necessario para que sejam extraidas quantidades associadas a
geometria, como deformacao e orientacao em relacao ao escoamento. O mesmo
vale para as fungoes viscométricas. Como validagao dos cédlculos numéricos,
comparagcoes com resultados de outros pesquisadores e com teorias assintoticas

desenvolvidas neste trabalho serao apresentadas.

3.1
Discretizacao espacial

A discretizacao espacial da superficie da gota é feita por meio do
posicionamento de pontos de controle sobre a mesma. Considerando uma
configuracao inicial esférica, o método empregado inicia-se com a geragao de
um icosaedro regular. As faces desse sélido sao subdivididas em triangulos
equilateros e cada novo vértice é projetado sobre a esfera que circunscreve
o icosaedro original. O refinamento da discretizacao é controlado por um
parametro f que ¢ igual ao nimero de subdivisoes das aresta do icosaedro,
como sugere a figura (3.7]).

As quantidades da malha sao funcao de f, de sorte que Na = 2012,
N, = 10f2 +2 e N, = 30f2, em que Na, N, ¢ N; sao o ndmero de

d
1d—f = u(x): Equagdo de evolucdo da posigdo das particulas fluidas que compoem a

superficie da gota.
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Arestadividida
em f = 4 segmentos

|cosaedro

Figura 3.1: Processo de geracao de malha sobre uma superficie esférica a partir
de um icosaedro regular.

triangulos, nos e arestas, respectivamente. A subdivisao da superficie em
triangulos é conveniente ao calculo das integrais associadas ao Método Integral
de Contorno. Dessa forma, os pontos de controle sao conectados utilizando
uma estrutura de dados composta por uma tabela de coordenadas dos nés
e uma tabela de conexao dos elementos triangulares, na qual sao listados os
nés que compdem cada tridngulo sobre a superficie, na ordem destrégeraZ.
Sao necessarias ainda estruturas para os nés vizinhos de cada né e para os
elementos vizinhos de cada né. Também essas tabelas foram geradas na ordem
destrogera. Vale comentar que o nimero de elementos e de nds vizinhos de cada
ponto de controle pode variar ente 5 e 6, em virtude do método de geracao da
malha.

Esse processo de discretizagdo é bastante difundido na literatura (Lo-
ewenberg & Hinch (1996), Zinchenko et. al. (1997), Cunha & Loewenberg
(2003%), Cunha et. al. (2003%) & Bazhlekov et. al. (2004) ) por sua simplici-
dade e pela boa qualidade da malha, isto é, triangulos praticamente equilateros

e com pouca variacao do nimero de vizinhos.

2Isto é, no sentido anti-horario.
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3.2
Elementos geométricos da superficie

Para o calculo do vetor normal e da curvatura média local em cada né
da malha é possivel utilizar uma variagao do teorema de Stokes tal que vale a
identidade

Az (@) = _S% /C tdl, (3-1)

em que S, é uma superficie que contém o ponto de controle x., C' é o contorno
desta superficie e t um vetor unitario tangente a face triangular e ortogonal
a trajetoria C, conforme ilustra a figura ([3.2]). Esse método sera referenciado
como método da integral de linha no decorrer deste texto e foi empregado de

forma pioneira por Loewenberg & Hinch (1996).

Figura 3.2: Defini¢oes geométricas para o calculo da curvatura média local e
do vetor normal pelo método da integral de linha.

A definigao precisa da trajetéria C' é muito relevante na precisao obtida
no calculo da curvatura pelo método da integral de linha. Loewenberg & Hinch
(1996) definiram C' como a trajetéria que passa pelas linhas bisectoradd de
cada triangulo vizinho do n6é em x.. No entanto, esse procedimento torna-se
impreciso quando o triangulo é obtuso, ja que o circuncentro, neste caso, fica
fora do perimetro do triangulo. Sendo assim, essa definigdo nao é robusta o

suficiente para ser utilizada em um cédigo para simulacao de gotas deformando

3Bisectora: Segmento que une o ponto médio de uma aresta do tridngulo ao seu
circuncentro.
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arbitrariamente. De maneira alternativa, o contorno de S, pode ser definido
pela trajetéria composta dos segmentos que unem os pontos médios dos lados
do triangulo ao seu baricentro @, (Bazhlekov et. al., 2004). Dessa forma, e
considerando a nomenclatura da figura ([8.3]), o ponto x, é sempre interno ao

triangulo.

X

2

Figura 3.3: Detalhe dos vetores auxiliares para o célculo da curvatura média
local pelo método da integral de linha.

A integral de linha da equagao (B=I]) é calculada somando-se as contribuigoes
de cada triangulo vizinho do né. Considerando a nomenclatura da figura (3.3))
e que sao conhecidas as coordenadas no espaco dos ponto de controle x., x;
e T temos que T, = (T, + x1 + x2)/3, a1 = (x1 — x.)/2, ay = (X2 — x.)/2,
b=x.—x,—a, eby=x,—x.—as. O vetor normal ao triangulo é dado por
n = (a1 X as)/||a; X asl|. Os vetores tangentes sao calculados como t; = b; xn
e to = by X m. Assim sendo, esses tém a orientagao desejada e norma igual ao
comprimento do segmento que une a; a x,, no caso de t;, e as a x,, no caso

de t,. Sendo assim,

/tdz =Yt (3-2)

em que o somatorio é realizado sobre todos os vetores tangentes em todos os

elementos vizinhos do nd.
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Outro método disponivel para o calculo das curvaturas consiste em
ajustar uma superficie aos pontos vizinhos do né x. e determinar o valor da
curvatura usando a equagao da superficie ajustada. Para isso, um sistema de
coordenadas cartesianas local Ozg2z, orientado segundo o triedro (ez, ey, e;),
em que e; = n e . é a origem pode ser definido, como indica a figura ([3.4]). Os
vetores e; e e; sao gerados arbitrariamente, mas respeitando a convengao da
regra da mao direita, tal que e; X e; = e;. Nesse sistema de coordenadas, uma
superficie quadrica genérica, de equacao 2 = Az + By + C2% + Dij + Eq?
¢ ajustada aos pontos x. e seus vizinhos, usando o método dos minimos

quadrados. A curvatura média local em x, = (0,0,0)0z4: € dada por

kR=Vs-n/2=—(C+E). (3-3)
Para facilitar a referéncia, o método descrito neste paragrafo serd denominado

meétodo do ajuste.

Figura 3.4: Sistema local de coordenadas utilizado para a definicao da superficie
quadrica ajustada pelo ponto @, e seus vizinhos.

Diversas versoes do método do ajuste podem ser concebidas variando-se
o0 tipo e/ou a representacao da superficie e a quantidade de nés vizinhos uti-
lizada no ajuste. Essa familia de métodos é bastante utilizada em aplicacoes
de reconhecimento de imagem, visao, topografia, entre outros (Mokhtarian et.
al., 2001). Caracterizam-se por serem métodos robustos, capazes de calcular
corretamente a curvatura local em superficies descritas por malhas de elemen-
tos distorcidos ou sem malha conectada (“mesh free methods”).

Em testes preliminares observou-se que o erro associado ao calculo do
vetor normal utilizando a média dos vetores normais a faces vizinhas do né é
sempre menor do que o erro associado ao cdlculo da curvatura. Sendo assim,
optou-se por essa técnica, independetemente do método de calculo de curvatura
empregado. Para realizar uma comparacao entre os métodos de calculo de
curvatura foram gerados elipséides cujo vetor normal e a curvatura média local
sao conhecidos analiticamente. Para isso, dada uma superficie inicialmente

esférica, cada ponto = (x, y, z) da malha tem suas coordenadas multiplicadas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321171/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0321171/CA

Capitulo 3. Metodologia numérica 7

por a, b ¢ € R’ , respectivamente. Assim, a nova posi¢ao dos pontos de controle
é tal que & = (ax, by, cz), de maneira que a superficie é um elipséide do tipo
2?/a?+y?/b*+2%/c* = 1. Definido g(z,y, z) = 2*/a®*+y*/b*+2?/c* — 1, temos
que n = Vg/||Vg| e k =1/2(V - n). Considerando a expressao de g(z,vy, 2),
(& # %) Gt GEra) (G te)
n = e k= .
2 2 2\ 2 S
(a_4+b_4+c_4) 2<a_4+b_4+c_4>

(3-4)
Na figura ([B.5h) sao comparados os métodos de célculo de curvatura para

uma malha esférica para diferentes refinamentos da malha. A medida de
erro usada nas comparagoes ¢ a maxima diferenga relativa definida por ¢, =
max{|Rk, — Re|/Re}, para a curvatura e g, = maz{||n, — n.||/||n.||} para o
vetor normal, em que os sub-indices n e e denotam a solucao numérica e exata,

respectivamente. No caso da malha esférica, o método da integral de linha com
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Figura 3.5: Malha esférica: a = 1, b =1 e ¢ = 1. (a) Erro percentual méximo
associado ao calculo de curvatura: [0 — método do ajuste; A — método da
integral de linha em que x, = baricentro do elemento; () — método da integral
de linha em que x, = circuncentro do elemento. (b) Erro percentual méximo
associado ao calculo do vetor normal.

x, igual ao circuncentro recupera exatamente o valor analitico da curvatura
local, como mostra a figura ([B.5h). Em ([835b) observa-se que o erro associado
ao calculo do vetor normal é menor do que o cometido no cdlculo da curvatura
para os outros dois métodos. Para um elipséide de pequena excentricidade,
simulamos o comportamento dos métodos de célculo de curvatura em regimes
de pequenas deformacgoes. Nesse caso o método da integral de linha com x,
igual ao circuncentro passa a apresentar pequenos desvios da solugao exata,
como pode ser observado na figura (3.6). Aumentando-se a excentricidade do
elipséide chegamos ao que se poderia chamar de um regime de deformagoes
moderadas. Nesse caso, a performance do método da integral de linha em
que x, igual ao circuncentro fica prejudicada devido ao fato de existirem

triangulos obtusos que compoem a malha. O erro associado ao célculo da
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Figura 3.6: Elipséide - 1: a = 1, b = 0,9 e ¢ = 0,8. (a) Erro percentual
maximo associado ao calculo de curvatura: [J — método do ajuste; A — método
da integral de linha em que x, = baricentro do elemento.; () — método da
integral de linha em que x, = circuncentro do elemento. (b) Erro percentual
maximo associado ao calculo do vetor normal.

curvatura por esse método sequer converge a zero a medida que se aumenta
o refinamento da discretizacao ficando o mesmo em torno de 10%, como pode

ser visto na figura ([B.7). J& os demais métodos apresentam bons resultados,
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Figura 3.7: Elipséide - 1: @ = 1, b = 0,5 e ¢ = 0,25. (a) Erro percentual
maximo associado ao calculo de curvatura: (1 — método do ajuste; A — método
da integral de linha em que @, = baricentro do elemento; () — método da
integral de linha em que x, = circuncentro do elemento. (b) Erro percentual
maximo associado ao calculo do vetor normal.

sendo que o método da integral de linha com x, igual ao baricentro é sempre
ligeiramente mais preciso do que o método do ajuste. Levando em consideracao
que um cédigo de MIC tem sua principal aplicagao em regimes de moderadas
e grandes deformagoes, elegeu-se esse procedimento para realizar os cédlculos
de curvatura sobre a malha. Além disso, sua implementacao computacional
¢ mais simples bem como o tempo de processamento cerca de um quarto
do tempo gasto pelo método do ajuste. No entanto, acerca desse ultimo

comentario, vale dizer que o tempo de processamento necessario para o calculo
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da curvatura média local e do vetor normal é, em qualquer caso, proporcional
a Na. J4 o cdlculo das velocidades (segao B.3)) ¢ proporcional & N, de sorte
que otimizagoes no tempo de processamento do calculo da curvatura e do vetor
normal sao pouco significativas no desempenho global do cédigo. Considerando
uma situacao tipica das aplicacoes exploradas nesta tese, para uma malha
com 1280 elementos, o tempo necessario para o calculo do vetor normal e
da curvatura representa aproximadamente 1,8% do tempo total de célculo por

iteracao. Para malhas mais refinadas, essa proporc¢ao diminui quadraticamente.

3.3
Calculo da velocidade

A velocidade sobre a superficie da gota é determinada solucionando
a equacao (2-80)) apdés a subtracdo das singularidades e da regularizagao
da dupla camada potencial como descrito na secao 2.7 A principal tarefa
nesse caso € a solucao de integrais de superficie de equagoes vetoriais do
tipo F(x,) = /f(w,:co) dS(x), em que f(x) neste contexto ¢ uma fungao
vetorial de x e gle parametro x,. Apds a discretizacao da superficie da gota
em triangulos, a solugao da integral sobre S pode ser realizada pela soma das
integrais sobre os elementos delimitados pelas superficies 5S¢, e =1... Na, de

maneira que

/f x,T,)dS(x Z f x,x,)dS(x). (3-5)

Para a integracao nas superficies S¢ utlhzou—se a regra do trapézio para o
calculo de integrais sobre um triangulo de vértices @1, 2 € 3 no espaco, de

maneira que (Press et. al., 1992)

/_f x,x,)dS(x Z Zf Ti, T,). (3-6)

O uso da férmula de integragao (BZG]) mtroduz um erro O(N{') que é o
mesmo cometido no cédlculo da curvatura pelo método da integral de linha
com elementos triangulares planos.

A maneira natural de se calcular uma integral do tipo de (B=]) é visitando
elemento por elemento e somando suas contribuicoes. No entanto, considerando
que em geral cada nd pertence a seis triangulos, o valor do integrando em
cada no ¢ calculado repetidamente seis vezes, na grande maioria dos casos.
Uma forma de contornar esse problema é realizar uma varredura por nos
(Rallison, 1981) de tal forma que
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1
/Sf(a:, x,)dS(x) ~ 3 ; S f(x, ), (3-7)

em que SY*% é o somatério das dreas dos elementos vizinhos do né na posigao
x;. Realizando o cédlculo das integrais de superficie dessa forma o tempo
por iteracao diminui para cerca de 17% do tempo que seria necessdrio se a
integragao fosse realizada segundo (B=0)).

Em geral, o calculo da velocidade sobre a superficie S da gota ¢é reali-
zado pela solucao do sistema linear representado, algebricamente, pela equacao
([2=97)). Para isso um algoritmo de substitui¢oes sucessivas foi implementado.
Conhecendo-se w? e considerando a tolerancia tol,, o algoritmo para determi-

nar wPt! é

1. wPt — B[Lw? — ayv] (rP, wP) — ass(vy, wP)| + b;
2. Se &, = max{||lwP(z) — wP(x)||} < tol, entdo — FIM  (3-8)

3. wP(x) — wl(x)

Uma vez que os valores de w(x) sdo atualizados a medida que sao calculados
durante a iteragao, o algoritmo anterior reproduz o método de Gauss-Seidel
(Kreyszig, 1999) para solucao de sistemas lineares. A convergéncia de w dentro
de uma tolerancia tol,, = 107% para altas razoes de viscosidade e altos nimeros
capilaridade (A = 100 e C'a = 50, por exemplo), ocorre por volta de 6 iteragoes.
Nos casos ordinérios, com deformagoes mais significativas (A =3 e Ca = 1), a
convergeéncia ¢ atingida por volta de 3 iteracoes. O refinamento da malha nao
afetou de forma significativa o niimero de iteracoes nos casos estudados neste

trabalho. Apds a determinacao de w a velocidade u é obtida pela equacao

([2=99) tal que

Pou
u = w”“ + 1——6041/011)+1(rp+17 wp+1>.

Depois do processo iterativo na variavel w ter convergido, o valor de
u é usado no lado direito da equagao (2=85]) em que apenas a subtragao de
singularidades ¢é realizada, gerando uma solugao sem a remogao dos autova-
lores espurios, Upedrao- S€ €4 = maz{||w(x) — w(xT)padraol|} > tol,, entdo o
valor de tol,, ¢ momentaneamente diminuido (tipicamente dividido por 10)
e as iteracoes em w repetidas. Neste trabalho utilizou-se tol, = 10~*. Essa
segunda conferéncia é feita com a intencao de garantir que apenas as auto-
solugoes associadas a movimentos de bolha inviscida e movimentos de corpo
rigido sao extraidas do espectro de solucoes da representacao integral. Apenas

exporadicamente a re-definicao de tol,, foi necessaria durante as simulacoes
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realizadas. Vale comentar que mesmo com um chute inicial preciso tal que
gy < tol,, um processo iterativo em que a formulagao padrao sem a remocao
dos autovalores espurios é diverge para A > 5.

Em particular, quando A = 1, a representacao integral do escoamento
sobre a superficie da gota reduz-se simplesmente camada potencial, de forma
que

20/\

u(x,) = T Cau™(x,) —

Cx

r(1+ ) /s 26G(x — x,) - () dS(x).

Assim sendo, nesse caso, a expressao para u(x,) é explicita e ndo ha necessi-
dade de processo iterativo de solucao. Tipicamente, a aproximacao inicial para

u(x,) necessaria quando A # 1 é obtida desse caso.

3.4
Evolucao da superficie da gota

A evolucao da forma da superficie da gota é feita por um algoritmo
de Euler aplicado & solugao da equacao de evolugao (2=80). No entanto, o
carater lagrangeano da discretizacao espacial, tal que cada ponto da malha é
uma particula material, da origem a um problema de instabilidade da malha.
Mesmo que a forma da gota nao varie mais, ainda ha escoamento em sua
superficie (como ha dentro e fora da gota também). Assim sendo, os pontos
de controle estao sempre em movimento, distorcendo os elementos até que
a malha entre em colapso. A cura para esse comportamento patoldgico sao
os chamados métodos de relaxacao. Tais métodos sao procedimentos que
buscam retirar a dependéncia temporal da posicao dos nés sobre a gota, de
forma que a malha nao dependa mais da histéria do escoamento. Tanzosh et.
al. (1992) reportam esse problema e sugerem que a evolugao dos pontos da
malha seja feita usando, apenas, a componente normal a superficie do vetor
velocidade. De fato, esse procedimento reduz significativamente a distorcao
da malha, mas nao resolve o problema, sobretudo em simulagoes de longo
tempo. Loewenberg & Hinch (1996) convectam os pontos de controle alterando
a equagao evolutiva para dx /dt = u+II, em que IT é uma velocidade tangencial
arbitrariamente definida com o intuito de conter a distorcao da malha. A
velocidade tangencial IT é calculada localmente, de forma que o tempo de
processamento necessario ao procedimento de relaxacao é O(Na). Esse método
evita que a malha se distorca durante simulacées de longo tempo. Além
disso, a definicao de IT pode levar em consideracao fatores como a curvatura

média local, variagoes na area dos elementos, distancia entre duas ou mais
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gotas, velocidade sobre a superficie, concentracao de surfactantes entre outros,
caracterizando assim um método ativo de relaxacao. Portanto, a recolocacao
dos pontos de controle sobre a malha pode privilegiar regioes de alta curvatura
ou de altos gradientes de concentragao de surfactantes, por exemplo. Zinchenko
et. al. (1997) utilizam um algoritmo baseado na minimizagdo de uma energia
definida em fungdo do comprimento das arestas da malha. Seu método é
independente de qualquer parametro fisico do problema (como curvatura local
e concentragao de surfactantes, por exemplo) e por isso é classificado como
um método passivo. Na medida do possivel, tende a manter a malha com
elementos do mesmo tamanho. Segundo os autores, na sua forma otimizada, o
procedimento é O(Na) apesar do método ser global.

Neste trabalho empregou-se um método similar ao de Loewenberg &

Hinch (1996). Dessa forma, ao invés de se resolver a equacgao (2-80) utilizou-se

d
d—?: = (u-n)n+1I, (3-9)

com o valor de II, para cada né x; da malha, dado por (Loewenberg &

Hinch, 1996)

3/2

() = ' T2 T = (@] 3 (Cn + Calril?) (@~ 2,), (310
j

em que v, C1 e Cy9 s20 constantes positivas, j é um indice que corre sobre os
nos vizinhos do ponto de controle x; e S§ a area do elemento a esquerda da
aresta formada por @; — ;. A expressao (B=10) é definida de forma heuristica
e otimizagoes cuidadosas sao desnecessarias, segundo os autores. O termo
I — n(x;)n(x;) multiplicando o somatério garante que IT seja uma velocidade
tangente a superficie. A constante C,; controla a tendéncia da malha em
manter os elementos com mesma area e C,o controla a tendéncia da relaxacao
em concentrar pontos nas regioes de maior curvatura. Para dar sensibilidade
a velocidade de relaxagao a outros parametros é preciso adicionar termos
similares. Por exemplo, se h4 a necessidade de concentrar pontos em regioes
préoximas de outras gotas, o termo Cis||x; — x;||/h(x;), em que h(x;) é a
distancia do ponto x; a gota mais préxima, deve ser incluido. A constante 1
estd associada a magnitude de II. Neste trabalho foram utilizados ¥ = 300,

Crp=10e Cyo = 5.
Sejam os pontos sobre a superficie da gota em determinado instante p
denominados por &?, N; o ntiimero de passos de tempo e m(x?) = (u-n)n+1I1.
A utilizagao de um método de Euler de segunda ordem para a evolugao da

equacao (B=9), em que uma condigao inicial £° é conhecida, segue o algoritmo

B=11-
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A partir de p=0 até p= N, faga:
ki — m(x?)

x’ — xP + Atk

ky — m(x')

Pt — xP + (k1 + ko).

(3-11)

=W N e

Vale comentar que nos passos 1 e 3 do algoritmo anterior é preciso calcular o
vetor normal, a curvatura, a velocidade u e a velocidade de relaxagao I1. O
passo de tempo adimensional é ajustado levando-se em conta os parametros

fisicos do problema, tal que At = min{ , WAL, 102}, em que

Ax
i+ 1)Ca
Ax = /41 /Na, Ca é o nimero de capilaridade e w a freqiiéncia de excitagao
do escoamento, quando for o caso. Se a evolucao temporal for realizada
simplesmente usando o algoritmo (B-I1]) ndo ha garantia de que o processo
de relaxacao seja completamente realizado no sentido de tornar a malha
independente da historia do escoamento. Para isso, os pontos sobre a superficie
sao submetidos a um novo processo de “evolucao temporal” em que apenas
a velocidade de relaxacao ¢ utilizada. Definem-se entdo m*(xz) = II e o
parametro de evolucao da relaxacao t*. Esse processo é realizado em um
contexto virtual, sendo que seus incrementos At* sao ficticios e ndo somam
no avanco temporal real da simulacao. Para sinalizar o fim da relaxacao da
malha utilizou-se a derivada em relagao a t* do desvio padrao das areas dos

elementos da malha. O algoritmo da relaxagao pode ser descrito como se segue

ki — m*(x,t)

T — x+ At*k,

ky — m*(z)

x — x+ (ki + ko)

Se |std'(S¢)| < tol, entdo — FIM

Retorna ao passo 1

(3-12)

o 0. Wb

em que std'(S¢) representa a derivada do desvio padrdao em relagao a t*.
Utilizou-se At* = At, apesar de que aparentemente estes sdo parametros
independentes. A tolerancia utilizada foi tol, = 1073. Qualitativamente, o
resultado do processo de relaxagdo pode ser observado na figura (3.8)). Em
B3h) e (B.8b) sao mostradas duas vistas de uma malha sobre uma gota que
deformou durante determinado periodo sem relaxacao (apenas utilizando a

projecao normal da velocidade). Em (88c) e (B.8d) sdo mostradas as mesmas
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vistas da malha resultante da relaxacao da primeira utilizando-se o processo
descrito em (B=I2)). Podemos observar que a malha relaxada apresenta uma
distribuicao de pontos mais uniforme sobre a superficie. Para obter esse

resultado foram necessarias 250 iteracoes. Nesse exemplo, a relaxagao atuou

N

N
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Figura 3.8: Malha sobre uma gota: f = 8, Na = 1280. (a) e (b) Vistas da
malha resultante apds breve evolugao temporal sem relaxagao (Ca =1, A = 1,
apos 100 iteragdes). (c) e (d) malha resultante depois da relaxagcao.

sobre uma malha que inicialmente evoluiu deformando sem relaxagao alguma.
Em contraste, nas simulagoes realizadas neste trabalho, a cada passo de
tempo a malha passa pelo processo de relaxacao. Para mostrar o efeito desse
procedimento trés malhas foram geradas nas mesmas condigoes da malha da
figura (3.8)). A primeira relaxava apenas pela adi¢ao de IT a (u-m)n, como em
(B-=11). As demais, além disso, passavam pelo processo (B-12) com diferentes
nimeros de iteragoes (para isso o passo 5 é suprimido e o nimero de iteragoes
controlado), a cada passo de tempo. Finalmente, as malhas resultantes foram
completamente relaxadas e o desvio padrao da area dos elementos da malha,
sdt(S€), monitorado em funcao do nimero iteragoes, Nyeq, desse ultimo
processo de relaxacao. O resultado dessa comparacao é mostrado na figura
[B9). Observa-se em (B.9) que usando-se 10 iteragoes de relaxa¢do por passo
de tempo a distribuicao de pontos sobre a malha, praticamente, nao é alterada

pela relaxagao extra. Isso sugere que o carater lagrangeano da malha é anulado
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Figura 3.9: Desvio padrao das areas dos elementos da malha em funcao do
nimero de iteragoes do processo de relaxacao. Linha tracejada: malha inicial
gerada sem relaxacao; Linha pontilhada: malha inicial gerada pela evolugao
usando apenas (B=I1]); Linha de tracos e pontos: malha inicial gerada com
5 iteracoes de relaxacao extras; Linha cheia: malha inicial gerada com 10
iteragoes de relaxacao extras;

pelo processo de relaxacao e que a posicao dos noés sobre a superficie é
independente da histéria do escoamento. Na pratica, quando a critério de
parada do passo 5 do algoritmo ([B=12]) é utilizado, o nimero de iteragoes de
relaxagao raramente ultrapassa 4.

Chama a atencao na figura ([B.9) que std(S°€) estabiliza-se em um valor
acima do seu valor minimo (std(S)mim = 1,3 x 1073) . Isso indica que a
relaxacao estd levando a malha para uma configuracao tal que distribuicao
de tamanhos dos elementos nao é a mais homogénea possivel. Esse fato esta
associado a tendéncia do processo em concentrar pontos nas regioes de maior
curvatura. Para demonstrar isso, relaxou-se a malha de (8:8h) com C,o = 0.
Dessa maneira, o tnico efeito da relaxacao é a homogeneizacao do tamanho
dos elementos. Na figura (B.I0) sdo comparadas as evolugoes do desvio padrao
de S¢, como funcao de n,.¢qz, para Cry = 0 e Cp9 = 5. Verifica-se que no caso
de C,o = 0 a estabilizagdo da malha acontece no valor minimo de std(S°¢),

indicando que desta forma, o procedimento distribui os pontos de maneira a
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n

relax

Figura 3.10: Evolucao de std(S€) durante a relaxacdo da malha na figura (3.8)).
Linha cheia: C,5 = 5; Linha tracejada: C,o = 0.

tornar malha a mais homogénea possivel quanto ao tamanho dos elementos.
Observa-se também que essa estabilizacao precisa de mais iteracoes para ser
obtida. Na figura (B.I1)) observa-se que a diferenga entre as malhas finais
obtidas ¢é discreta, mas perceptivel, havendo maior concentracao de pontos

na regiao de maior curvatura no caso (b), em que C,s = 5.

(@) i (b) i

ST A

252

SRS

1
)
1

<

Figura 3.11: Malhas finais obtidas apds a relaxacdo. (a) Cye = 5, maior

concentragdo de pontos nas regides de curvatura mais intensa; (b) Cho—o,
distribuicao homogénea de tamanhos de elementos.

A inflexdo no ponto de minimo do gréfico de sdt(S¢) para o caso de
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Cro = 5 na figura (BI0) provalvelmente acontece pelo fato da configuragao da
malha em (B.I0b) ser intermediaria entre as configuragdes da malha em (B.8h)
e (BITh). Dessa forma, antes de se estabilizar, a malha relaxando com C = 5
passa por uma configuracao tal que std(S¢) é préximo do minimo. No entanto, o
processo continua movendo os pontos para promover o refinamento nas regioes
de curvatura acentuada, o que eleva o valor de std(S¢). Vale ainda comentar
que para C,, = 0 o procedimento de relaxacao proposto nesse trabalho atua
de forma semelhante ao método de Zinchenko et. al. (1997).

Otimizacoes em relagao ao tempo de processamento podem ser realizadas
no procedimento de relaxacao. Uma possibilidade é nao relaxar em todo passo
de tempo. Outra seria procurar formas otimizadas para a expressao de IT ou
mesmo fazer um estudo sistematico do valor das constantes C,q, C,o e 9. No
entanto, para uma simulagdo com uma malha de 1280 elementos (f = 8), com
A = 1, a relaxacao consome menos de 0,2% do tempo total de processamento.

Portanto, otimizacoes nesse sentido sao desinteressantes.

3.5
Geometria e tensao induzida pela gota

As medidas associada a geometria da gota e a tensao adicional da
fase dispersa da emulsao sao informacoes obtidas em pds-processamento.
Nessa se¢ao, as principais técnicas utilizadas para obter essas quantidades sao

exploradas.

3.5.1
Quantidades geométricas da gota

Em um trabalho pioneiro Taylor (1934) define uma quantidade associada
a geometria da gota em termos dos semi-eixos da projecao da gota em um plano
paralelo a dire¢ao do escoamento imposto sobre a gota, u™. De acordo com a
notagao definida na figura (3.12]), Taylor (1934) propos
L-B
— 3-13
L+ B’ (3-13)

de forma que para uma esfera Dy = 0 e a medida que gota se deforma, Dy — 1.

T:

Para o calculo da deformacao de Taylor, D, a partir de uma superficie descrita
por uma malha de elementos triangulares o procedimento adotado inicia com
a determinacao da orientacao da gota, #, em relacao a direcao do escoamento.
Para de prover uma forma geral para esse fim, o tensor de inércia da gota é

calculado usando-se (Kennedy et. al., 1994)
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y \ 5
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8] L

X

Figura 3.12: Orientacao e semi-eixos principais da gota projetada sobre o plano
paralelo a direcao do escoamento .

1
D= B /S[(a: ~x)I — zx](x - n)dS. (3-14)

O menor autovalor de D esta associado a direcao que oferece menor resisténcia
a rotacao. Sendo assim, seu autovetor é paralelo ao vetor unitario v, mostrado
na figura (8.12). Dessa maneira, e sendo e, e e, as diregoes dos eixos ordenados,

a orientacao da gota é calculada pelo algoritmo (B=I5]).

1. 0« cos Hvr - e,)
2. Se vy -e, <0 entdo 0 «— —¢ (3-15)

3. Sendo A — ¢

Uma vez determinado vy, a direcao do semi-eixo associado ao compri-
mento B da gota pode ser obitda diretamente por vg = vy X e, em que e,
¢ o vetor unitdrio da diregdo normal ao plano Oxy da figura (3.12). Para a
determinacao do comprimento dos semi-eixos L e B uma pesquisa seqiiencial
é realizada em todos os pontos da malha buscando aqueles cuja projecao no
plano Ozy e nas diregbes vy, e v sao as maiores. A distancia desses pontos a
projecao no plano Ozy do centréide da malha definem os comprimentos L e
B.

Em algumas teorias de pequenas deformagoes (Oliveira et. al (2005) &
segao [LT), a descri¢ao da superficie da gota é definida em func¢ao de um tensor

simétrico de distor¢ao A, como na equacao ([E=I1), em que

St)y=r(t)—(1+A:zx),
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r(t) = /x-x e x representa a coordenada do ponto sobre a superficie
adimensionalizada pelo raio da gota nao-deformada a . O vinculo S(t) = 0
deve ser satisfeito, de sorte que r(t) = 1 — A : xax. Nessa teoria, toda a
geometria da superficie é funcao das componentes do tensor distor¢ao A.
Deseja-se, portanto, determinar quais seriam essas componentes para uma
superficie descrita por uma malha computacional, resultante das simulacoes.
Para isso, introduzimos uma representacao para o tensor A usando-se uma

base para um espaco de tensores de segunda ordem simétricos, tal que

A =0T, (3-16)
em que T;, ¢« = 1,...,6 sao os diddicos T, = ejeq, Ty = ezey, T3 = ezes,
T, = ejes + eser, T5 = ejes + ese; e Ty = eses + eses. Na equacao (B3
[I6) vale a convencao soma de Einstein (Aris, 1962). Dessa forma, definindo

f=1—r(t) = A: zx, podemos escrever

em que Y; = T; : xx. Assim sendo, a distor¢cao em relacao a forma esférica da

gota f fica escrita em termos dos coeficientes lineares C;. Define-se agora

Bi = / fYidS. (3-18)

S
A quantidade (; pode ser calculada a partir de uma superficie genérica
S, proveniente de uma simulacao numérica, por exemplo. Por outro lado,

utilizando a equagao (B-I7) podemos escrever

Cj/Y}YQdS:/indS. (3-19)
S s

A equacao (B=19)) define um sistema linear na forma [D]{C} = {8}, em que
[D] é uma matriz 6 X 6 cujas componentes sao dadas por Dj; = [ Y;Y;dS,

{B} uma matrix 6 x 1 de componentes dadas por ([B-I8)) e cuja solfl(;éo {C}
sao os coeficientes lineares C; que melhor representam as componentes de A
da superficie S. Esse procedimento é equivalente a um ajuste pela técnica dos
residuos ponderados. Usando essa nova abordagem teorica, é possivel comparar
diretamente os resultados obtidos a partir das teorias desenvolvidas no capitulo

[] com resultados numérico gerados pelas simulagoes.

3.5.2
Quantidades reolégicas da emulsao

Em relacao as grandezas geométricas associadas a forma da gota, as

quantidades reologicas podem ser determinadas de forma mais simples. Isso
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acontece porque uma forma integral para o calculo da tensao induzida pela fase
dispersa da emulsao esta disponivel nas equagoes (2-130) e (2-134)), ou (2-130)
e (2-136). No caso de uma formula¢ao monodispersa, nenhum desenvolvimento
adicional precisa ser feito para a determinacao de ¢ que ¢é simplesmente dado
por (2-I30). J4 para o caso polidisperso diluido, em geral, o procedimento
envolve o calculo das integrais associadas a distribuicao de raios de gotas. Esse
processo pode ser realizado sem dificuldades desde que se conheca Bou S
como func¢ao de Cla. Se nao houver uma expressao fechada, um tabelamento
da funcao E(C&) oude S (Ca) deve ser empregado. Nesse caso, uma integracao

pela regra do trapézio ou por outro procedimento numérico pode ser usado.
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