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3
Geometria de Contato

3.1
Formas Diferenciais

Para facilitar o entendimento das formas diferenciais iremos comecar
com o caso R?, depois faremos uma primeira generalizacio para o caso R"
e finalmente passaremos a tratar das formas diferenciais em uma varidade M
de dimensao n.

Seja p € R3. O conjunto de vetores aplicados em p, chamado de espaco
tangente de R® em p, serd denotado por T,R®. Identificaremos os vetores
e; = (1,0,0), e; = (0,1,0), e3 = (0,0,1) da base canonica de R® com os
seus transladados (e1),, (e2),, (es), ao ponto p.

Consideremos para cada espago tangente T,R?® o espago dual (T,R?)* =
{f:T,R* - R;f éum funcional linear}.

Os funcionais lineares (dz;), : T,R* — R, i = 1,2,3 definidos por
(dx;), - v = v;, onde v = vi(ey), + va(ea), + vs(es),, formam a base dual
do espago (T,R?)*. De fato, (dz;), € (T,R*)*, i =1,2,3 ¢

_Or; ] 0 sei#]
(dr)y(e) = axj—{ Lo

Defini¢ao 3.1.1 Uma 1-forma diferencial (ou simplesmente 1-forma) em

R3 € uma aplicagio \ : R® — (TR3)* que pode ser escrita na forma

Ap) = a1(p)(dz1), + az(p)(drs), + as(p)(dzs),

ou
3
A= E a; dlEZ‘,
i=1
onde a; : R* — R sdo funcoes diferencidveis.

Seja A*(T,R?)* o conjunto das aplicagoes ¢ : T,R® x T,R? — R bilineares

e alternadas, isto é, p(vy,v2) = —@(va,vy1), Yui,v9 € T,R3. Sabemos que
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(A2(T,R3)*, +, -) é um espago vetorial real.

Sejam 1 e @ 1-formas diferenciais. Definimos

1 N p2(v1,v2) = det(pi(vy)) =

er(v1) pa(v2) ‘ |
p2(v1)  pa(v2)

Note que ¢1 A o € A*(T,R3)*.

Observagao 3.1.2 Com o wisto acima damos um significado para (dz;), N
(dxj), onde i,5 = 1,2,3. Fazendo (dx;), A (dx;), = (dz; A dx;), temos que o
congunto {(dz; A dx;),, i < j } € uma base para o espago N*(T,R®)* (essa
afirmagao serd apresentada futuramente como uma proposi¢ao mais geral,

proposi¢do [3.1.4). Além disso,

(dl‘l VAN dl’j)p = —<dIJ VAN dl’z)p

(dﬂ?z A\ dl‘l)p = O, Vi = 1, 2, 3.

Definicao 3.1.3 Uma 2-forma diferencial (ou simplesmente 2-forma) em

R3 € uma aplicagao X : R® — A*(TR3)* que pode ser escrita na forma
/\(p) = a12(p)(d$1 A dflfQ)p + a13(p) (dl’l A dl’g)p -+ agg(p) (dl’g A dl’g)p

ou
A=Y ayde; Ndrj, i j=1,2,3,

i<j

onde a;; : R* — R sao fungoes diferencidveis.

Sejam p € R™, T,R™ o espago tangente de R"” em p e (T,R")* o seu espago
dual. Denotaremos por A*(T,R™)* o conjunto das aplicagoes k-lineares
alternadas,

p LR X T,R" x... x T,R" = R.

k vezes

Temos que (A*(T,R")*, +, -) é um espago vetorial real.

Sejam @1, @o, . .., i 1-formas. Definimos

p1(v1) @i1(va) ... @i(vr)

(P1AP2A. . Api) (1, V2, . .. v) = det(pi(v)) = 902(_01) 802(_02) ' ('02(_1%)

er(v1) @r(v2) ... pr(vg)
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Das propriedades de determinante concluimos que
(P Apa A Apr) € AN(T,R™™.

Assim (dzy,), A (dziy)y A .. A (dxi,), € A*(T,R")*. Denotaremos este
elemento por (dz;, Adz;, A...Adx; ),

Proposicao 3.1.4 (Ver (Cal)) O conjunto
A={(dx;, Ndxiy, Ao Ndxy,)p, 11 <i2 < ...<i, ondei; € {1,2,...,n}}
¢ uma base para A*(T,R™)*.

Definicao 3.1.5 Uma k-forma diferencidvel (ou simplesmente k-forma)

em R™ ¢é uma aplicagdo X : R* — A*(TR™)* que pode ser escrita na forma

Ap) = Z iy i, (D) (dxiy Ao AN dy),, 15 € {1,2,...,n},

11 <...<i

onde a;, ., : R" — R sdo aplicagoes diferencidveis.

Para a notacao ficar menos pedante vamos indicar por I a k-upla

(t1,...,0k), 01 < ... < 4, com i; € {1,2,...,n} e passaremos denotar A
por:
A= Z(l]dl’].
I

As vezes, ao invés de escrevermos A(p) escreveremos \,. Em alguns contextos
(desde que nao gere confusdao) omitiremos o ponto e A passard denotar um

funcional linear, caso A seja uma 1-forma.

Observacgao 3.1.6 Por convengao, diremos que uma fungao diferencidavel de

R™ em R € uma O-forma em R™.

Sejam « e (§ k-formas. Consideremos

o= g ardry,

I

8= bidzy,
I

onde I = (iy,...,1), i1 < ... <ig.
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Definimos a soma por:

a+f= Z(a; + by)dx;.
I

Definig¢ao 3.1.7 Sejam o = ) ardxr, I = (i1,..., i), i1 < ... < i,
B=>,bydry, J = (j1,...,Js), j1 < ... < js. Definimos o produto exterior

por:

oz/\ﬁzZaledx[/\de.
1,J

Exemplo 3.1.8 Sejam o = dx — Sydy + xydz e f = zdx A dy + 2ydx N dz

formas diferencidveis em R3. Calculemos o produto exterior de oo com f3.

aANpB = zdx Ndx Ady+ 2yde N\dx A\ dz — 5Syzdy N\ dx A dy
—10y%dy A dx A dz + xyzdz A dx A dy + 2zy*dz A dx A dz
= —10y%dy Adx A dz + zyzdz A dx A dy
= (109 + zyz)dx A dy A dz.

Proposicao 3.1.9 (Ver (Cal)) Sejam a uma k-forma, 8 uma r-forma e vy

uma s-forma. Entao:
L (anB)ANy=an(BAY);
2. aNB=(=D"BAa;

3. aN(B+y)=aAB+aAy, casor =s.

Nao precisamos sempre considerar formas diferenciais definidas em todo
espaco R3?, podemos considerar formas diferenciais definidas apenas em um
conjunto aberto U C R3. Obviamente as definicoes e propriedades apresentadas
se estendem naturalmente a esta situacao.

A proxima definicao nos da uma operacao sobre k-formas, que generaliza
a operagao de diferenciacao para fungoes. Se f : R” — R é uma fungao

diferenciavel, em particular f é uma 0O-forma, entao sua diferencial

é uma 1-forma. Assim por analogia tal operacao sobre uma k-forma deve nos

dar uma (k + 1)-forma.
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Definigao 3.1.10 Seja A = ), aydz; uma k-forma diferencidvel. Definimos

a diferencial exterior de \ por:

oa
d\ = day Ndx; = égfdxj/\de
I 4.1

Exemplo 3.1.11 Seja A = 3xydr — xzdy uma 1-forma em R3. Calculemos
diferencial de \:

d\ = d(3zy) Ndx —d(zz) Ndy
= 3(ydx + zdy) A dx — (zdx + xdz) A dy
= —3xdr ANdy — zdx N dy + xdy A dz
= —Bz+z)dx ANdy + xzdy N dz.

Algumas propriedades da diferenciacao de k-formas sao dadas pela

proposicao:

Proposicao 3.1.12 (Ver (Ca))) Sejam o uma r-forma e 3 uma s-forma.
Entao:

1. dla+ 8) =da+dp, casor =s;
2. dlaNpP)=daNB+ (=1)aNdb;
3. d(da) = d*a = 0.

Em nosso estudo sera conveniente que considerarmos formas diferenciais
definidas em uma variedade diferenciavel. O que vamos fazer agora é definir
as formas diferenciais numa variedade diferenciavel M C R™ de dimensao m
e observar que para esta situagao existem propriedades analogas as de formas
diferenciais definidas em R™. De agora em diante A*(7,M)* denota o conjunto

de todas as aplicagoes k-lineares alternadas

©:T,M x T,M x ...x T,M — R.

~
k vezes

Defini¢ao 3.1.13 Uma k-forma diferencial (ou k-forma) em M €é uma
aplica¢io suave X\ : M — AF(TM)* que associa a cada ponto p € M uma

aplicagao k-linear alternada A\, no espago tangente T, M.

Observagao 3.1.14 Seja ¢ : Uy — U wuma parametrizacao de um aberto

U C M, onde Uy € um aberto em R™ com coordenadas uy,us, ..., Uy,. Dado
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um ponto p € U temos p = ¢(u) e a base

{ 0¢ <u>,...,a_¢<u>} C T, M.

ouy U,

Consideremos {duy,...,duy,} como a base dual de (T,M)*. Na verdade,
duy, dus, . .., du, sao I1-formas diferenciais em U. Para cada p € U temos
funcionais lineares du;(p) € (T,M)*, Yi =1,2,...,m. De modo que a notagao
fique mais simples, vamos usar a notag¢ao (du;) ao invés de du;(p), pois ndao
ha risco de confusao.

Em cada pontop = ¢(u) € U temos que as k-formas duy = dujA. . .Aduy,,
com I = (iy,... i), iy < ... <y, constituem uma base de N*(T,M)*. Dai se

A € uma k-forma diferencial em M, entao podemos escrever para cada ponto
p=0¢(u) eU:

onde ay : Uy :— R sao fungoes suaves.

Sejam M e N duas variedades e consideremos uma aplicagao diferenciavel
f: M — N. Dado um ponto p € M a aplicacao f induz uma transformacao

linear
[y A¥(TyN) — A T,M

que associa k-formas em N a k-formas em M.
Seja A uma k-forma em N. Definimos a k-forma diferencial f*\ em M

CO1mo:

(f*N)p(v1,v2, .., v) = Apy - (Df(P) - v1,..., Df(p) - v), (3-1)

onde vy,...,v, € T,M e Df(p) denota a derivada de f no ponto p € M.
Escrevmos fyArp) = (f*A)p, e fazendo o ponto p variar em M obtemos uma
aplicagao f* que leva k-formas de N em k-formas de M.

Como sabemos Df(p) : T,M — Ty, N é uma transformacao linear.
Deste modo podemos considerar sua transposta [Df(p)]" : A*(Tp,N)* —
AF(T,M)*. Por defini¢do temos que

(DD - Ay = Ay DI (p)-
Pela eq. ([B=1]) segue que

(F*N)p = [DfP)]" - M-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510529/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510529/CB

NGs Legendreanos em T 36

Caso g : N — R seja uma O-forma convencionamos que f*g =go f.

Definicao 3.1.15 A forma diferencial f*\ chama-se “pull-back” da forma

diferencial A por meio de f.

Proposicao 3.1.16 (Ver (Ca))) Sejam f : U C R™ — R™ uma aplicagao

diferencidvel e X\ uma forma diferencial em R"™. Entdo

d(f*A) = [ (dA).

Observacgao 3.1.17 Sejam ¢ : Uy — U C M ey : V — V C N
parametrizacoes suaves, com f(U) CV e X\, = >, brdvr para todo g = ¢ (v) €
V. Um resultado conhecido (ver (Li2) pag. 418) € que para cada I, tem-se

vy
F*(dvy) = Zdt(auj>duj,

onde ((%”J) ¢ a matriz jacobiana de D,(¢Y™" o f o ¢) e det (8”]) denota o

determinante da matriz k X k obtida de (g%) tomando-se o0s gZ? comi € 1
J

e 7 € J. Desta maneira para obtermos f*\ basta substituirmos em A\ cada dvy

81}1
Zd t <auJ)duJ.

Proposigao 3.1.18 (Ver (Li2)) Sejam f : M — N uma aplicagao difer-

encidvel, o uma r-forma e 8 uma s-forma. Entao:

por

1. f*(a+pB)= ffa+ 0, casor = s;

2. f*(ca) = cf*a, onde c € R;

3. fflaNp)= f*an f5;

4. (go fi*a= f*(¢g*«), onde g : N — P € outra aplicagdo diferencidvel.

Seja A uma k-forma diferencial em uma variedade M. Se consideramos

uma parametrizagdo ¢ : Uy — U em M, existe uma unica (k + 1)-forma
diferencial dyA em U tal que ¢*(dy\) = d¢* A, pois o “pull-back” X +— ¢*\ é
uma bijegao das formas em U sobre as formas em Uj. Se My = >, ar(w)duy,

entdo pela observagao anterior temos que ¢*A = > ardx;, dal d(¢*)\) =

> ;dar Adxy. Logo a identidade ¢*(dyA) = d(¢*\) significa que

dgh =Y day A du.
I
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Definicao 3.1.19 A diferencial exterior d\ de uma k-forma diferencial em
M é a (k+ 1)-forma em M cujo valor em cada ponto p € M ¢é dado por
d\, = dgAy, onde ¢ : Uy — U é uma parametrizacao em U tal que p € U.

Lema 3.1.20 A diferencial exterior de uma forma diferencial nao depende da

parametrizacao escolhida.

Prova. Sejam ¢ : Uy — U e ¢ : Vj — V duas parametrizagoes diferenciaveis de
M . Basta provarmos que se A é uma forma diferencial em M, entao dgA = dyA

em U NV. Temos que

p=vol: ¢ (UNV)—=UNV.

Logo pela proposicao B II8 item 4 segue que ¢* = £* o ¢*. Assim,
9" (dypA) = (EV")(dyA) = d(EP™A) = d(¢"A) = ¢"(dyp).

Portanto dyA = dgA em UNV. O

As propriedades apresentadas anteriormente para a diferencial exterior
de formas diferenciais definidas em R"™ sao validas também para as definidas
em uma variedade.

Agora vamos apresentar outras construcoes basicas envolvendo formas
diferenciais e suas propriedades sem fazer suas respectivas demonstragoes. Para
o leitor interessado nas demonstragoes aqui omitidas sugerimos ver (AM)).

Um campo de vetores de uma variedade M é uma aplicagao suave X que

leva um ponto p € M num vetor tangente a M em p:

X M — TM
p o~ X(p)eT,M.

Um campo de vetores tempo-dependente, X;, é uma familia suave a um
paramentro de campos de vetores. Denotaremos por X(M) o conjunto dos

campos de vetores da variedade M.

Definicao 3.1.21 Sejam X € X(M) e A uma (k + 1)-forma. O produto
interior de A por X € a k-forma ix(\) definida por

iXAX1, X)) = MY, X, X)),

onde X; € X(M),i=1,... k.
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Proposicao 3.1.22 Sejam « uma r-forma e 3 uma s-forma em M, f,q :
M —ReX,Y € X(M). Entao:

1. ix(f& + 95) = fixa+ gixf, casor = s;
2. ix(aNpB) =ixaAB+(=1)aNixf;
3. i(pxrgv)a = fixa + giyo;

4. ixdh = X(h), onde h: M — R € uma aplica¢ao diferencidvel.

Definicao 3.1.23 A derivada de Lie de uma k-forma w ao longo de um campo
de vetores X € X(M) € uma k-forma Lxw definida por:

d, . _
Lxw = %(qﬁtw) = lim ———

t=0 t—0 t

onde ¢y : M — M ¢ o fluxo associado a X.

Proposicao 3.1.24 Sejam « r-forma e 3 s-forma ambas em M e X € X(M).
Entao:

1. Lx(aa+bp) =alxa+bLx[3, casor =s;

2. Lx(aNpB)=LxaANB+aNLx(;

3. Lxf=X(f), onde f: M — R é uma aplicagao diferencidvel;
4. Lxda =dLxa.

Teorema 3.1.25 (Férmula de Cartan) Sejam w uma k-forma diferencial
em M e X € X(M). Entao

£Xw = ide + din.
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3.2
Estruturas de Contato

Definicao 3.2.1 Seja M uma variedade de dimensao 2n+1. Uma 1-forma a

em M € dita forma de contato se
a, A (day,)" # 0, Vp € M.

Definicao 3.2.2 Seja M uma variedade de dimensao 2n + 1. Um campo de
hiperplanos & em M chama-se estrutura de contato se para cada ponto p
existem uma vizinhan¢a V- de p e uma forma de contato « tal que £|y = ker(a).

O par (M, &) € chamado variedade de contato.

O teorema de Frobenius (ver pag. 215 de (CNJ)) afirma que um campo
de planos definido localmente por uma 1-forma a é completamente integravel
se e somente se a A da = 0. Assim uma estrutura de contato é um campo de

planos completamente nao integravel.

Exemplo 3.2.3 Seja M = R® = {(x,y,2); x,y,2 € R}. A I-forma

A =dz — ydx € uma forma de contato.

De fato,
ANAN = (dz — ydz) A (dz Ndy) = dz Ndz A dy # 0.

A estrutura de contato dada pela forma de contato A = dz — ydx é
chamada estrutura de contato canénica de R3, denotada por &..,. Note
que em um ponto (z,y, z) a estrutura de contato £ é gerada por {8%, a% —|—y%}.
Assim em qualquer ponto no plano zz o campo de planos £ é horizontal. Se
movimentamos até o ponto (0,1,0) temos que o plano de contato nesse ponto
tem uma inclinagao de 45° em relacao ao eixo y. Em geral se iniciamos da
origem de um ponto no plano zy temos o plano horizontal e a medida que
vamos nos afastando do plano zz por uma reta que contenha a direcao a% no
sentido positivo o plano gira em sentido anti-horario e quando a coordenada y

de tal ponto tende para oo o plano tende a ficar vertical, veja figura B.11

Exemplo 3.2.4 Consideremos o 3-toro T° = R3/Z3. A 1-forma o, =

cos(2mnz)dx + sen(2mnz)dy € uma forma de contato, onde n € N.

De fato,

an Nda, = 2nm(cos®(2nmz) + sen®(2n7z))dz A dz A dy
= 2nmdx ANdz Ady # 0.
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e
k=

Figura 3.1: Estrutura de Contato Canoénica de R3

Observe que essa estrutura de contato é gerada por {%, sen (QRWZ)% —
cos (2n7rz)a%}, logo tem comportamento similar (ao longo de retas que contém
a diregao %) ao visto na estrutura de contato canonica de R®. Mas neste
caso para todo n € N a variacao total do angulo num intervalo fechado de
comprimento 1 do plano de contato com a reta x é igual 27n e os planos giram

em torno do eixo z.

Exemplo 3.2.5 Sejam agora R® com coordenadas cilindricas (r,0,z) e a =
dz +1?df. Note que

aANda=2rdzNdr Ndf #0, r #0,

_ ; : o 9 2.0
logo &g = ker av € uma estrutura de contato. O conjunto 538 — T 5} gera
o campo de planos Esm, dai o campo de planos se comporta como ilustrado na

figura [3.2.

Exemplo 3.2.6 Consideremos R® com coordenadas cilindricas e o =
cosrdz+rsenrdf. A estrutura de contato & dada por o tem comportamento
semelhante (ao longo de retas perpendiculares ao eizo z) a do exemplo ante-
rior. Mas quando move-se na dire¢ao perpendicular ao eizo z os planos giram
muitas vezes (ver figural[3.3), jda na estrutura de contato do exemplo anterior

0s planos giram no mdzimo 90° (o angulo de 90° € atingido no oo ).

Exemplo 3.2.7 Consideremos S em R* e a 1-forma

o = (x1dys — yrday + 2adys — Yods)|gs,
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i

Figura 3.3: Estrutura de Contato &,; em R?

onde (x1,y1, T, Y2) sGo coordenadas cartesianas em R*. Se r denota a coorde-
nada radial de R?, isto €, r* = x} + y} + x5 + y3, entao ag A dag Ardr # 0
em R*\ {0}. Assim o niicleo de oy é uma estrutura de contato, dizemos que
ker(cv) € a estrutura de contato candnica de S* e o par (S3,&en) denota a

esfera S® com estrutura de contato dada por ker(ay).

Definicao 3.2.8 Uma estrutura de contato £ € dita transversalmente ori-
entavel se ¢ dada globalmente por alguma forma de contato «, isto €, & =

ker «v.

Dada uma forma de contato a temos que fa também é uma forma de

contato, para toda funcao diferenciavel f : M — R que nao se anule. De fato,
faA(dfa)” = faA(fda+df Aa)" = f"a A (da)™ # 0.

Além disso, fa determina a mesma estrutura de contato dada por a. Como

dois funcionais lineares que possuem o mesmo nicleo sao multiplos um do
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outro temos que se as formas de contato o e § determinam a mesma estrutura

de contato, entao existe uma funcgao diferenciavel f que nao se anula tal que

f=fo

Definicao 3.2.9 Seja M wuma variedade de dimensao 3. Uma estrutura de
contato & em M € dita paralelizavel se o seu campo de hiperplanos subjacente
¢ trivial, isto €, se existem dois campos de vetores X e Y tais que em todo ponto

pe M, X(p) eY(p) formam uma base de &,.

Note que se temos a orientacao de M mais a orientacao transversa,
entao temos uma orientagao do plano. Dado um campo de vetores X com
0 # X(p) € &, podemos obter Y (p) girando X (p) pelo angulo 7 na direcao
positiva dada pela orientacao de &,, relativo a uma métrica riemanniana
qualquer em M. Deste modo se existe uma forma de contato a tal que £ = ker «
(¢ é transversalmente orientével), entao ela é paralelizivel se, e somente se,
existe um campo de vetores X em M tal que 0 # X (p) € ker o, para todo

pe M.

Proposicao 3.2.10 Seja M wuma wvariedade de dimensao 3 fechada. Se

H(M,Z) =0, entao a estrutura de contato ker(«) em M € paralelizdvel.
Uma demonstracao deste ultimo fato pode ser encontrada em (Linl).

Defini¢ao 3.2.11 Duas variedades de contato (M,&) e (M, &) sao ditas

contatomorfas se existe um difeomorfismo f : My — My tal que

Df(&) = &,

onde Df : TM; — TMs denota a derivada de f. Se as estruturas de contato
& sao dadas por & = ker(\;), i = 1,2, entdo equivalentemente as variedades
de contato (My,&1) e (Ma, &) sao contatomorfas se existem um difeomorfismo
f e uma aplicagao g : My — R, g(p) # 0 Vp € My, tais que f*Ny = gA;. Neste

caso f € chamado de contatomorfismo.

Proposigao 3.2.12 Seja R3 com coordenadas cilindricas (r, 0, z). Entio Egm

€ contatomorfa a &eqp.

Prova. Temos que
d(z + zy) — 2ydr = dz + xdy — ydr = dz + r*df.

Logo ¢ : R? — R3 definida por ¢(z,y, z) = (z, 2y, z+xy) é um contatomorfismo

entre Eeapn € Esim- O
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Proposicao 3.2.13 (Ver (Ge)) Se p € S*, entio a variedade de contato
(S3\ {p}, &) € contatomorfa a (R3 ).

Seja D um disco numa variedade M de dimensao 3. O disco D é chamado
de disco super torcido se D ¢é tangente a alguma estrutura de contato £ em

M ao longo do seu bordo e transverso ao interior de D exceto em um ponto.

Definicao 3.2.14 Uma estrutura de contato & em M é dita super torcida se
existe um merqgulho de algum disco super torcido D. Caso contrario a estrutura

de contato € dita tensa.

Exemplo 3.2.15 A estrutura de contato &, € super torcida. De fato, basta

observar que o disco D = {(r,0,z); z =0 er < 7w} é um disco super torcido

para o

Observacao 3.2.16 Para uma estrutura de contato ser super torcida é

necessdario que o campo de planos de tal estrutura de contato gire pelo menos
2T,

A proposicao B.2.13] junto com o teorema de Bennequin o qual afirma
que a estrutura de contato canonica em S* é tensa (ver (Benl)) mostra que a

estrutura de contato canonica de R3 é tensa.

Proposigao 3.2.17 (Ver (El)) Toda estrutura de contato tensa em S* é

contatomorfa a &g.

Além desses resultados ja mencionados sabe-se que a estrutura de contato
canonica &, ¢ a Unica estrutura de contato tensa em R?® a menos de
contatomorfismo. Uma justificativa deste fato pode ser encontrada em (Ge).

Sabe-se também que as estruturas de contato &,, n € N, em T° = R3/Z?
definidas por

o, = cos(2mnz) dx + sen(2mnz) dy =0

sao tensas. Uma justificativa para tal fato pode ser encontrada em (Ge). Além
disso, Kanda provou em (Kanl) que qualquer estrutura de contato tensa em T°
é contatomorfa a uma delas e também que, se m # n, entao &, e &, nao sao

contatomorfas.

Definicao 3.2.18 Seja A uma forma de contato. O campo de vetores de

Reeb de A € o campo de vetores Ry definido pelas sequintes condigoes:

1. )\(R,\) = 1;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510529/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510529/CB

NG&s Legendreanos em T 44

Como dA é uma forma bilinear alternada numa variedade M de dimensao
impar seu determinante sobre uma base é zero. Dai, podemos encontrar um
vetor nao nulo Ry de modo que ig, (d\) = 0. Este vetor pode nao estar numa
reta em ker(\), pois d\ é ndo degenerada neste hiperplano tangente. Logo
A(R)) # 0, e neste caso podemos normalizar Ry de modo que A\(R,) = 1.

Além disso, pelo teorema B.I1.25] a derivada de Lie Lx ao longo de um

campo de vetores X satisfaz a seguinte férmula:

£X:doix+ixod.

Assim as condigoes que caracterizam o campo de vetores de Reeb podem

ser escritas como:

AMRy) =1e Li (N) =0.

Teorema 3.2.19 (Darboux) Seja M uma variedade de dimensdo 2n+1. Se
A € uma forma de contato e p € M, entdo existe um sistema de coordenadas

(T1y o Ty Y1y - - 5 Yn, 2) em uma vizinhanga U C M de p tais que

O Teorema de Darboux nos garante que em qualquer variedade de
dimensao 3 uma forma de contato pode ser escrita localmente como a forma de
contato que define a estrutura de contato canonica em R3. Assim toda estrutura
de contato numa vizinhanca de uma variedade tem o mesmo comportamento
que a estrutura de contato canonica em R3. A grosso modo podemos dizer que
todas as estruturas de contato sao localmente “parecidas” com &.,,. Para uma
discussao mais detalhada sobre o Teorema de Darboux sugerimos o leitor ver
pag 85 de (Ber)).

Assim como o Teorema de Darboux o Teorema de Gray é um dos mais

significantes teoremas da geometria de contato.

Teorema 3.2.20 (Gray) Seja M wuma variedade diferencidvel fechada. Se
existe uma familia suave a um parametro de estruturas de contato &, t € [0,1]

entdo existe uma familia a um parametro de difeomorfismos ¢; tal que ¢po = id

e ¢; (&) = &, VL € [0,1].

Lema 3.2.21 Sejam wy, t € [0,1] uma familia suave de k-formas em uma

variedade M e 1, uma isotopia de M. Defina um campo de vetores X; (que
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depende do tempo t) em M por Xy o, = %; onde % denota a derivada de )y
com respeito at (Y, é o fluxo de X;). Entdo

d )
E(wfwt) =} (W + Lx,wr),

onde wy = %.

Prova. Seja w uma k-forma que nao depende do tempo. Pela proposicao B.1.24]

item 4 temos que
d * *
a(wtw) = ¢ (Lx,w).

Calculemos

¢:+hwt+h - 1/)th

d, . )
—(Wiw) = lim

h—0 h
* * * *

— Im Vi pWith — Yrypwt + Vi we — Yfwy

h—0 h

* *

. Wi+h — Wy .Y Wt—¢twt
= limvy,, <+—> 4 lim R

h—0 h—0 h

.

[
Prova do teoremal3Z.20. Seja oy, t € [0, 1], uma familia suave a um parametro

de formas de contato com & = ker ay. A equagao no teorema se traduz em

¢: (Oét> = A\,

onde \; : M — RT é uma familia suave de funcoes suaves. A diferenciacao

dessa equacao com respeito a t rende, com ajuda do procedimento do lema

B.2.21] )
) . At
o;(dy + Lx,0n) = Mg = )\—tébtat
¢

ou com ajuda da férmula de Cartan Lx = doix +ix od e com p; =
%aog)\t) o gb;l?

¢r (die + d(ae(Xy)) + ix,dow) = & (prov).
Pode-se mostrar que existe X; € &. Logo a equagao acima sera satisfeita se

dt + Z'XtdOét = UOg. (3-2)
Aplicando a eq. (B=2]) ao campo de vetores de Reeb R,, temos que

Ar(Ra,) = pu- (3-3)
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Assim podemos usar a eq. (3=3) para definirmos p;. Como M é fechada,

podemos recuperar o difeomorfismo ¢, resolvendo a equagao

Xi(6:(p) = &1(p), ¥p € M e ¢ = id,
para todo t. 0

Corolario 3.2.22 Duas estruturas de contato orientadas em uma variedade
diferencidvel e fechada que sdo homotopicas no espago das estruturas de contato

em M sao contatomorfas.
Prova. Consequéncia imediata do teorema de Gray (teorema [3.2.20). O

Teorema 3.2.23 Toda variedade fechada orientada de dimensao 3 admite

uma estrutura de contato.

O teorema acima foi demonstrado pela primeira vez por Lutz e Martinet.

Uma prova de tal teorema pode ser encontrada em (Ge).
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