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Formulagao probabilistica para problemas de acoplamento
fluido mecanico

6.1. Introducgao

Nesse capitulo do trabalho apresenta-se a formulagdo probabilistica para
problemas de acoplamento fluido mecanico. Num primeiro momento sdo descritos
alguns conceitos bésicos da probabilidade e estatistica. Apresentam-se algumas
funcdes de covariancia utilizadas nesse trabalho e alguns métodos de geracdo de
campos aleatorios. A seguir, apresentam-se alguns métodos de analise
probabilistica, descrevendo suas particularidades .Esses métodos sdo descritos de
forma geral podendo ser empregados tanto para solugdo de problemas com fluxo
monofasico quanto para problemas com fluxo bifasico. Apds essa parte do
capitulo descrevem-se alguns itens referentes a analise de confiabilidade:
determinagdo da probabilidade de plastificacio de uma determinada regido;
descricdo de funcdes de falha e avaliagdo da probabilidade de perda de
estabilidade de pogos de petroleo na fase de perfuracdo; avaliagdo automatica da
pressdao interna para se evitar problemas de perda de estabilidade previamente

estabelecidos.

6.2. Alguns fundamentos da probabilidade e da estatistica

Nesse item apresentam-se alguns conceitos da probabilidade e da estatistica,
imprescindiveis ao entendimento e ao desenvolvimento da formulacao
probabilistica para problemas de acoplamento fluido mecanico. Os conceitos sao

apresentados para fungdes fi(r_/. (xk)), que na analise probabilistica podem ser

identificadas, como sendo, as respostas em poro pressdes, saturagoes,

deslocamentos e tensoes.
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As fungdes f, sdo dependentes das varidveis aleatorias r; (modulo de

elasticidade, permeabilidade, coesdo, entre outras) que por sua vez dependem do

vetor posi¢do no espago cartesiano X, .

6.2.1. Algumas hipéteses consideradas para as variaveis aleatorias

Seja uma regido D, onde em certas posigoes, X, , foram extraidas amostras e
feitas medidas de varidveis de interesse. Destas amostras, resulta um conjunto de
dados espacialmente distribuidos, ou seja, medidas de um atributo r,(x). As
coordenadas x, permitem o calculo de distincias (euclidianas) entre os pontos
observados. Para cada ponto amostrado tem-se uma variavel aleatoria r; distinta.

Observa-se que o resultado da amostragem para cada variavel aleatoria ¢é
composto de uma unica realizagdo em cada ponto, o que torna impossivel
qualquer tipo de inferéncia sobre este processo. Isso faz com que algum tipo de
estacionaridade, condizente com o problema em questdo, seja assumida, de forma
a possibilitar a estimacdo ao menos dos dois primeiros momentos da distribui¢ao
da varidvel aleatoria, que em geral estdo relacionados com as propriedades de
interesse, tais como: média, correlacdo, covariancia e semivariancia .

Segundo Calvete e Ramirez (1990) e Gelhar (1993) uma variavel aleatoria

r,(x,) possui estacionariedade se sua lei espacial € invariante a translagéo, isto €
r,(x;)e r;(x, +&) tem a mesma lei de distribuigdo independente da distancia
| € |. Para hipdtese de estacionariedade de segunda ordem isotropica admite-se que
a covariancia entre os pares r,(x,) e r;,(x, +§), separados por uma distancia
||, existe e depende somente de | & |. Para o caso anisotropico admite-se que a

covariancia depende também da direcdo de &.
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6.2.2. Fundamentos da probabilidade e da estatistica para fungoes de
variaveis aleatérias

6.2.2.1. Média de fungoes de variaveis aleatdrias

A média (primeiro momento) para funcdes de varidveis aleatorias

/i (rj (x, )) ¢ obtida calculando-se a esperang¢a da funcdo.

+00

£l x0)=E(£nx) = [ 1 ()8l (x,) ), (x,) (6.1)

r (x;)=—0

Onde S(rj (x k)) ¢ uma funcdo densidade de probabilidade.
6.2.2.2. Covariancia de fungoes de variaveis aleatérias

A covariancia (segundo momento) de fungdes de varidveis aleatorias

/i l(rj’m(x k,n)) ¢ calculada da seguinte forma:

r

Cov(fi (rj (Xk))=fl(rm (Xn))) = -r:oxk):—oo J‘::X”):_OO [fz (rj (Xk))_ ]i(rj (Xk))j
(6.2)
(ﬁ (r,(x,))- 1, (r, (x»)]S(rj (X (%, M (%, )dr, (X))

A Variancia de funcgdes de variaveis aleatorias fi(rj(xk)) ¢ um caso

particular da covariancia. Calcula-se a variancia de fungdes de variaveis aleatorias

fi(rj (x k)) da seguinte forma:

Var(f,. (’”j (X, )» = Cov(ﬁ (’”j (X, ))’ fi (”j (X )» =
[ (ﬁ(rj<xk))—fi(rj<xk))j 80, (x ) ldr, (x,)

r/-(xk):—oc

(6.3)

6.2.2.3. Desvio padrao de fungoes de variaveis aleatérias

Assim como para varidveis aleatorias r,(x, ), o desvio padrdo de fungdes de

variaveis aleatdrias f; (r (X, )) ¢ igual raiz quadrada da variancia.

s(f,(r, (x) =+ Var(£,(r, (x,)) (6.4)
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6.2.2.4. Coeficiente de correlagao de fungoes de variaveis aleatérias

O coeficiente de correlagdo ¢ dado por

Cov(f,(r,x)) £, (1, (x,)))
sl e (1, (x,))

ol (r, (X ), (2 (x,))) = (6.5)

6.2.3. Fungodes de covariancia

As fungdes de covaridncia C,, mais comuns e utilizadas com maior

freqliéncia sao expressas em funcao das distancias de separagdo (comprimento de
correlagao). Além desses modelos, empregam-se também fungdes do tipo
poténcia, que ndo sdo descritas em funcdo de comprimentos de correlagdo. Nos
itens seguintes apresentam-se os principais modelos expostos por Rubin (2003).

As fungles sdo descritas considerando duas localizagdes x, e X, +§ com
£=¢,,i=1,23. Apo6s a descricdo dessas fungdes apresenta-se o modelo de

poténcia.

6.2.3.1. Fungao de covariancia exponencial

C,, =s’ exp(=h)

(6.6)

Onde A, >0 ¢ o comprimento de correlagdo na direcdo i.

6.2.3.2. Fungao de covariancia gaussiana

C, =s”exp(-h®) (6.7)
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6.2.3.3. Fungao de covariancia esférica

C.=s"(1-3h/2+h’/2); h<1
(6.8)
C,=0,h>1

6.2.3.4. Fungao de covariancia poténcia

A descricdo da covariancia pela lei de poténcia ¢ geralmente utilizada
quando se deseja representar a variabilidade em diversas escalas (fractal ou auto-

similar). A lei de poténcia pode ser dada da seguinte maneira
C,=sg", H<0 (6.9)

Onde H ¢ o expoente de Hurst. O expoente de Hurst quantifica a importancia das
heterogeneidades nas grandes ou pequenas escalas de comprimento. As escalas
pequenas sdo caracterizadas por valores pequenos de H, enquanto as grandes
escalas caracterizam-se com valores grandes de H. Para o caso de H=-w,
obtém-se o caso de variaveis independentes. Verifica-se que para distancias
proximas a zero o modelo de poténcia apresenta singularidades. Essa
caracteristica geralmente leva a necessidade de métodos especiais para geracao de
campos aleatérios, sendo esse problema resolvido parcialmente quando se utiliza
uma malha de elementos finitos para gera¢do dos campos aleatorios. De qualquer
forma, ¢ um aspecto a ser considerado quando se utiliza esse modelo. Glimm et a/
(1993) apresentam alguns comentarios a respeito da utilizagdo desse modelo para

representacao da variabilidade espacial de propriedades hidraulicas.
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—a— Exponencial
—— Gaussiana
—»— Esférica

0.8 —

06 —

04 —

Covariancia normalizada

0.2 —

Distancia normalizada

Figura 6.1 Funcgdes de covariancia com comprimento de correlagao

6.2.4. Geracgao de variaveis aleatérias independentes

De forma geral, a obtengdo de varidveis aleatdrias independentes se dd em
duas etapas. Primeiro faz-se a geracdo dessas varidveis aleatérias para uma fungao
densidade de probabilidade uniforme com intervalo entre 0 e 1. Apds,
transformam-se essas varidveis em novas variaveis aleatorias correspondentes a
uma nova fun¢do de densidade.

Considerando-se v;(x,) uma varidvel aleatoria para uma fungio densidade
de probabilidade uniforme numa posi¢ao x, e z,(X,) uma varidvel aleatoria para

uma nova fun¢io densidade de probabilidade 8(z;(x,)) na mesma posigdo X,,

obtém-se a rela¢do entre as duas variaveis resolvendo o seguinte problema
Z;(Xg)
P(Z =z,(x))= [0z, (x ) bz, (x,) = v, (x,) (6.10)

Sendo P(Z =z,(x k)) uma fun¢do cumulativa de probabilidade.
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6.2.4.1. Hipercubo latino

A idéia inicial de amostragem segundo o hipercubo latino foi proposta por
Mckay et al (1979) apud Olsson et al (2003). O hipercubo latino ¢ uma
ferramenta que busca melhorar a eficiéncia do método de Monte Carlo
(apresentado a seguir) através da geracdo de varidveis aleatérias melhor
distribuidas no espago possivel das variaveis aleatorias.

Considerando ser m o nimero de simulagoes realizadas no método de Monte
Carlo e k o nimero de varidveis aleatorias (o espago das varidveis aleatdrias

possui dimensdo k), descreve-se uma matriz P, onde cada coluna k ¢ constituida
por uma permutagdo aleatoria de 1,2,3..m, e uma matriz R, formada por

nimeros aleatorios distribuidos uniformemente entre 0 e 1. Essas matrizes
formam o espago basico das variaveis aleatorias, representado por
1
S=—(P-R) (6.11)
m

Uma aplicagdo ilustrativa do hipercubo latino pode ser apresentada para um

problema com duas variaveis aleatorias e cinco simulagdes.

1 2 [0,62 0,47 0,076 0,306 |
2 4 0,27 0,11 0,346 0,778
P=[3 3/R=/0,69 051|=S={0462 0498
4 1 0,32 0,58 0,736 0,084
15 5] 10,83 0,42 10,834 0,916 |

Na Figura 6.2 pode-se visualizar, no espago das variaveis, a distribui¢do
original e a distribui¢do das variaveis apos a aplicagdo do hipercubo latino. Nota-
se na distribuicao original das varidveis que estas ocupam uma regido bastante
reduzida do espago das varidveis, sobretudo a variavel 2. Apds a aplicagdo do
hipercubo latino as varidveis apresentam uma distribuicdo mais ampla, ocupando
todo o espaco possivel das varidveis aleatorias. Entende-se, que uma melhor
distribuicao das varidveis, pode proporcionar uma redugdo no ntimero total de

simulacdo a serem efetuadas nos métodos de simulagao.
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Distribuigéo original Distribuigéo apos hipercubo latino
1 1
L]
0.8 — 0.8 —
L]
0.6 —| 0.6 —
I " ~
g " 5 A =
s - s
> - >
0.4 —| 0.4 —
- — L]
0.2 — 02 —
B L] B
L]
0 ]
\ \ \ \ \ \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 06 0.8 1
Variavel 1 Variavel 1

Figura 6.2 Hipercubo latino (ilustragao)

6.2.5. Fungoes densidade de probabilidade e transformacao de
variaveis

Apresentam-se nesse item as funcdes densidade de probabilidade utilizadas
nesse trabalho. Alguns apontamentos sobre transformagdo de varidveis também

sdo descritos.

A funcio densidade de probabilidade normal para uma varidvel aleatoria r,

numa posi¢do (x,) ¢ descrita como

1 L] 7 (x0) = (%)
9(r, (x,)) = —==exp] - | LAk (6.12)
SN2m 2 s
Sendo s 0 desvio padrdo da variavel aleatoria r,(x,) .
A funcdo densidade de probabilidade lognormal ¢ descrita como
I 1 InGr,(x,)) =4
M (x,))=—F—=expi——| ——" 6.13
s o) (x,)N2m 2( = @1

Onde A € o valor esperado de In(r;(x,)) € ¢ € o desvio padréo de In(r;(x,)).
Para transformagio de uma variavel aleatéria »*"(x,) lognormal em uma

variavel aleatoria normal equivalente 7" (x,) sdo suficientes as seguintes relagdes
J

N

?”,]-v(xk) = Vf,-N(xk)[l - 1n(’;f. (x,)) + 4] (6.14)

J
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LN

s" = r; (x;)g, com:
SLN2
g = In 1+LN— , !
- 2
T (x;)

LN 1,
A=In(r, ()~

Essas transformagdes sdo importantes nesse trabalho, uma vez que, para
geracdo de campos aleatorios, consideram-se variaveis do tipo normal.

De acordo com Melcher (1999), ao se trabalhar com variaveis aleatorias
correlacionadas que apresentem distribui¢des diferentes € necessaria uma corregao
dos valores dos coeficientes de correlagdo quando da transformacdo dessas
varidveis em normais equivalentes. Essa correcdo ¢ efetuada por um fator ¥
dependente somente do coeficiente de correlacdo e dos coeficientes de variagao
das varidveis aleatdérias envolvidas. Kiureghian e Liu (1986), apud Melcher

(1999), desenvolveram expressoes analiticas para determinacao do fator ¥.

Para uma variavel aleatoria normal r/_N (x,) e uma varidvel aleatoria
lognormal rfN (x,), tem-se:
F=v. /[In(1+Cv,*)]"? (6.15)
Onde Cv, ¢ o coeficiente de variagdo de er (x;).

., . ;o . L
Para duas variaveis aleatorias lognormais " (x,) e r/LN (x,), tem-se:
J

F=In(l + pCv,Cv,) /[p\/ In(1+Cv,*)In(l + Cv,z)} (6.16)

Sendo p o coeficiente de correlagao.

6.2.6. Geragao de campos aleatérios

Segundo Zhang (2002) os métodos mais utilizados para geragdo de campos
aleatorios sdo: método de decomposi¢ao, método das bandas e o método espectral.
O método de decomposi¢do gera campos aleatorios correlacionados. Os dois
ultimos métodos geram campos aleatorios independentes, sendo necessario um

tratamento posterior para obten¢ao de campos aleatdrios correlacionados. Uma


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310917/CA

97
Formulagao probabilistica para problemas de acoplamento fluido mecéanico

breve descri¢do desses métodos ¢ apresentada nos itens seguintes. De acordo com
Borges et al (2004) e Frias et al (2004), além desses, outros métodos, como 0s
métodos da convolucdo e da soma sucessiva de campos gaussianos independentes,
podem ser utilizados para geragdo de campos aleatérios, em especial para campos

aleatorios fractais.

6.2.6.1. Método de decomposigcao

O método de decomposi¢do ¢ assim chamado pois utiliza uma matriz
triangular superior L (matriz de transformacdo), gerada a partir de uma

decomposi¢do de Choleski da matriz de covariancia das variaveis aleatorias C,, .
C, =LC,L’ (6.17)

C, ¢ uma matriz diagonal.

O campo aleatorio correlacionado y ¢ obtido com
y=Lz (6.18)

Sendo z um vetor de variaveis aleatdrias independentes.

A propriedade apresentada em (6.18) ¢ bastante interessante, dado que
gera campos aleatoérios correlacionados sendo necessdrio se conhecer apenas a
matriz de covaridncia da varidveis aleatorias. Por exemplo, pode se considerar a
correlagdo entre 0 moédulo de clasticidade e a coesdo de um material.

Conforme Bruining et al. (1997), alguns cuidados devem ser tomados
quando se utiliza o método de decomposicdo para geracdo de campos aleatorios

com leis de poténcia.

6.2.6.2. Método das bandas

O método das bandas, Calvete e Ramirez (1990), consiste em gerar campos
aleatorios unidimensionais ao longo de linhas distribuidas uniformemente no
espaco. A fun¢do de covariancia ao longo dessas linhas se deriva da fungdo de
covariancia no espago original. A partir das simulacdes em cada linha, a

simulagdo de um ponto arbitrario é obtida pelo somatério das projegdes do

referido ponto sobre as linhas. Os campos aleatérios gerados nesse método sdao
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independentes. Para a obtengdo de campos correlacionados aplica-se a condigdo
apresentada em (6.18).

A principal vantagem do método das bandas esta no fato de ser necessario
somente a geracdo de campos aleatorios unidimensionais. Entre as desvantagens,
cabe destacar, que a obtencdo da funcdo de covaridncia unidimensional pode nio
ser trivial e que a escolha da orientacao das linhas apresenta algumas dificuldades
no caso tridimensional. Entretanto, para esse trabalho, a maior desvantagem
apresentada pelo método das bandas refere-se ao fato de gerar campos aleatorios

independentes.

6.2.6.3. Método espectral

Os métodos espectrais se baseiam na representagdo espectral de um

processo aleatério. Todo processo aleatorio estaciondrio f(x) pode ser
representado em termos de um processo aleatério complexo Z, (k) mediante a

seguinte integral de Fourier-Stieltjes

f(x)= f;e"k‘dz (k) (6.19)

Sendo x o vetor posicdo, k o vetor de numero de ondas com componentes
k = {k k,,k;}".

Shinozuka e Deodatis (1996) sugerem a seguinte expressao, apresentada

no espaco unidimensional, para representacao espectral de processos aleatorios
N
S =42} 4, cos(k,x+g,) (6:20)
n=1

Em (6.20) N tende ao o, ¢, representa um conjunto aleatério e independente de

angulos fase, distribuidos uniformemente no intervalo de 0 a 27,

k . . op
k, =nAk = nﬁ“ onde k, ¢ definido pelo seguinte critério

jo" Sy (k)i = (1-2)["S ; (k)dk (6.21)

Sendo o erro admissivel € <<1. O termo A, ¢ descrito por

A4, =28, (k,)Ak (6.22)

S (k,) ¢ uma fungdo densidade espectral de poténcia.
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As fungdes de densidade espectral de poténcias devem formar um par de
transformadas de Wiener-Kintchine com as fun¢des de covariancia. O teorema de

Wiener-Kintchine enuncia que a fun¢do de covaridncia C, (x) e a fungdo de

densidade espectral de poténcia S, (k) sdo relacionadas entre si por um par de

transformadas de Fourier, ou seja, a transformada de Fourier de C, (x) sera
FIC, (=S, (=] C,ve™ds (6.23)
E sua inversa
FIS (0] = C, 00 =[S (k)e™ dk (6.24)

Como exemplo, apresenta-se a funcdo de densidade espectral associada a fungao
de covariancia exponencial, para o caso tridimensional
A oy AkY
[14 [Z( = } (6.25)

_ <2 =l
Sf”_s g 32 €

Sendo s o desvio padrdo da variavel aleatoria.

A representacdo espectral de campos aleatorios apresenta-se vantajosa para
os casos onde as variaveis aleatorias sao independentes, uma vez que para o caso
de variaveis correlacionadas deve-se utilizar a relagdo apresentada em (6.18).

Considerando as descrigdes expostas sobre cada um dos métodos de
obtengdo de campos aleatorios, pode-se afirmar que o método de decomposicao
apresenta-se como mais vantajoso para esse trabalho.

A partir disso, as hipéteses assumidas para geragdo de campos aleatdrios sao
descritas a seguir.

1. As varidveis aleatorias sdo consideradas constantes no dominio do
elemento da malha de elementos finitos;

2. Os vetores posigdo X, e X, +& sdo tomados nos centrdides dos
elementos. Assim, &, representa a distdncia do centroide do elemento localizado
em x, em relagdo ao centroide do elemento localizado em x, +§& segundo uma
direcdo i.

Nas figuras seguintes, Figura 6.3, Figura 6.4, Figura 6.5 apresentam-se

campos aleatorios gerados para a permeabilidade intrinseca, respectivamente para

os modelos exponencial, gaussiano e esférico. Adotou-se um comprimento de
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correlacdo de Im. Os resultados apresentados sdo normalizados e referem-se a um

dominio quadrado de 1mx1lm e um mesmo conjunto de variaveis aleatérias

independentes.

ak-~

0

022

Figura 6.4 Campo aleatdrio gaussiano para permeabilidade
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e
u

Figura 6.5 Campo aleatorio esférico para permeabilidade

6.3. Variabilidade espacial das curvas P, - S

Segundo Lemke e Abriola (2004) e Oliveira (2006) as curvas P, —S

também podem variar espacialmente. Essa variabilidade pode ser obtida pela
corregdo da curva P, —S_  através de um fator de escala. Uma aproximacio
usualmente utilizada ¢ a escala de Leverett. Nessa aproximacgdo a pressao de

deslocamento de uma curva € corrigida utilizando-se uma relacdo da

permeabilidade intrinseca e da porosidade, Eq. (6.26) .

. e Kref *
p.=p."& onde §=1/Wﬁf (6.26)

Os indices (ref) e (*) indicam respectivamente os valores de referéncia ou
médios e os valores estimados na geracao dos campos aleatorios.

Nessa aproximagao o indice 3 ndo ¢é corrigido fazendo a curva P, —S
apenas transladar em relagdo & curva de referéncia. E assumida nesse trabalho a
hipotese da porosidade ser constante, assim, apenas a permeabilidade intrinseca ¢é
utilizada na escala de Leverett.

A Figura 6.6, ilustra a variabilidade de uma curva P, —S_ para diferentes

valores de § .
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12000

° &=1.195

———— &=1.118

Pc(Pa)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.6 Curva P, —S  para diferentes valores & .

6.4. Métodos de analise probabilistica
6.4.1. Simulagao de Monte Carlo (MC)

O passo fundamental na simulagdo de Monte Carlo ¢ a geracdo de m

campos aleatorios para cada uma das r;(x, ) varidveis aleatorias do problema. A

partir disso, obtém-se a resposta do problema m vezes, ou seja, para cada conjunto
de campos aleatorios gerados. Finalmente, com a utilizacdo dos conceitos da
probabilidade e da estatistica podem ser determinados, para a amostragem dos m
valores de resposta obtidos, valores de médias, de dispersdao etc. Denotando

3, (rj (x k)) e f, (r_/. (x;),l = 1,...,m), respectivamente como a fun¢do densidade de

probabilidade e a realizagdo de f,. A avaliagdo da média de f,, fi(rj (x k)) ¢ dada

1

por:

]i(rj (X, )): lim%ifi, (rj (Xk)) (6.27)

m—>0

E a variancia por:
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m 2
varl e )= tim 23 1, s0)- 1, 0 (6.29
Nota-se com isso que o Método de Monte Carlo ¢ um método
conceitualmente direto. A principal vantagem da utilizagdo do método de Monte
Carlo ¢ de acordo com Jain e al (2002), Lu e Zhang (2003) a sua aplicagdo tanto a
problemas lineares quanto a problemas ndo lineares. As vantagens do método de
Simulag@o de Monte Carlo apontadas por Dagan (2002) referem-se a simplicidade
conceitual do método, generalidade e a simples caracterizacdo da solugdo. De
maneira geral, aponta-se como principal desvantagem do método de simulagao de
Monte Carlo o grande esfor¢o computacional requerido. Para se obter respostas
adequadas para problemas de grande porte ou com varidveis aleatdrias que
apresentem grande variabilidade um grande ntimero de simulagdes € necessario.
Observa-se que, quanto maior o numero de simulagdes, melhores serdo os
resultados. Para determina¢do do niimero de simulagdes necessdrias para que se
obtenham bons resultados, verifica-se nesse trabalho, o erro relativo para
deslocamentos, poro pressoes, saturacdes e tensdes (expressos na equagao (6.29)
por f) a medida que o niumero de simulagdes aumenta, atribuindo-se uma
tolerancia para o mesmo. A seguinte equagao expressa esse erro.
£, —f,.|

£,

Para simplificagdo das expressdes seguintes as variaveis aleatorias r;(X,)

Erro =

(6.29)

serdo descritas por 7; .

6.4.2. Expansao de Neumann (NE)

Uma das caracteristicas da simulacdo de Monte Carlo ¢ o grande esforco
computacional requerido, em especial para problemas de grande porte. O método
de Monte Carlo com expansdo de Neumann (NE), surge como alternativa para
reduzir o trabalho computacional, Ghanem e Spanos (2003) e Aradjo e Awruch
(1993).

Para apresentacdo da expansdo de Neumann no problema de acoplamento
fluido mecanico escreve-se a equacao (3.56), para uma simula¢do m, sob a

seguinte forma:
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1+AL H(qt)m I+Até‘(lf;r1:t+AtRi(qi)m (6.30)

A expansao de Neumann ¢ aplicada sobre a inversa da matriz H, esta por
sua vez se apresenta dividida em duas parcelas, uma deterministica, obtida a partir

dos valores médios das variaveis aleatorias e outra probabilistica, obtida através

de simulagdes. A primeira parte de H é denotada por H(r) e a segunda por AH .

A partir dessa consideragdo pode-se escrever a equacdo (6.30), que determina os
incrementos de deslocamentos e poro pressdes para o problema de acoplamento
fluido mecanico com fluxo monofasico ou que determina os incrementos de
deslocamentos, pressdes da fase ndo molhante e saturacdes da fase molhante para
o problema de acoplamento fluido mecanico com fluxo bifasico, para uma

determinada simulagdo m, como

s =Y () + AH T YR () (6.31)

m =

Sendo ““&q!"' o vetor de incrementos para o instante 7+ A¢ numa iteragdo i+1

m

' . [ ) ' )
numa simulagdo m ¢ "YR'(q’), o vetor de residuo, obtido também para a

simulagao m.

Usando a expansdo de Neumann para ““[H(r)+AH, ], obtém-se:

t+At i+l _t+At [I_P+P2 _P3 +“.]t+At [H(;.)*I]HAI Rt(qt)m

m

t+At i+l _H'At

m

q, —Pq, -l—qu1 —PSql +‘ (6.32)

i+l HAL

Noq'=""|q, —q, +qs —q, +-.]

Com Py P:t+Af [H(I_')A AHm] e 1+Atq1:z+Az [H(l’.)—l]HAtRi(qi)m A equag:ﬁo (632)

pode ser escrita como:

A i+1 A A 1% =1 t+A A
t+At :lf I+ tq1+t+ t[H(l’) ]Z(_l)] t+ t[AHm]H tqul (633)
=2
t+At i+l 4 : t+At i+l __t+Ar t+At i+1
.. € obtido com = ot o

Apoés a obtencdo dos valores para cada simulacdo procede-se de maneira
idéntica ao método de Monte Carlo. Ghanem e Dham (1998) e Aratjo e Awruch
(1993), citam que bons resultados sdo obtidos com expansdo de Neumann quando

as variaveis aleatdrias apresentam pequena variabilidade, sendo de outra forma,
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necessarios muitos termos na expansdo para obtencdo de bons resultados,
deixando desta forma de ser interessante sua aplicacao.
No escopo desse trabalho outras questdes também podem ser discutidas a

respeito da utilizacdo da expansdo de Neumann. Verifica-se em (6.33), a presenca

da “inversa” da matriz H(r). Quando H(r) é constante e é utilizado um método

i uca i uacd X a u -
direto de solucdo de sistema de equacdes a expansdo de Neumann mostra-se
interessante, pois essa “inversdo” pode ser armazenada e utilizada durante todo o
processo de analise. Entretanto, ao se empregar um método iterativo de solugao de

sistemas de equacles essa caracteristica perde importdncia. Quando a matriz

H(r) ndo ¢ constante, o que se verifica nos problemas nao lineares, a utilizagao

da expansdo de Neumann acaba se mostrando ineficiente.

6.4.3. Método das perturbagoes

No método das perturbagdes um vetor de varidveis aleatorias r pode ser
expresso pela soma do vetor de valores esperados r mais um vetor perturbado em
relagdo a média, r , ou seja:

F=rir (6.34)

Fazendo-se uma expansao em série de Taylor, em torno de r, de uma

funcdo f,(r) até termos de segunda ordem tem-se

_ . 1 . .
£.(r)=f.(r)+Jr +ErTHr (6.35)
A - _0, (6.36)
Toor| " oror, -

Sendo J um vetor linha e H a matriz Hessiana de f,(r).
O valor médio de f,(r) ¢ obtido calculando-se a esperanga em ambos o0s

lados da equacdo (6.35). De acordo com a notagao de Calvete e Ramirez (1990)

tem-se
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7.0 = E(f,(0) = £,(0) + IE(r) +%E<r'THr'>
(6.37)

7.0 = £+ %ZZH.M C,

J

Sendo E<r'>:O e C a componente (jk) da matriz de covariancia das

1, jk 2
variaveis aleatorias C,, .

A obtencdo da matriz de covaridncia de f;(r) ¢é, segundo Calvete e
Ramirez (1990) e Townley (1984) dispendiosa, pois requer a obtencdo de

momentos de quarta ordem das varidveis aleatorias.

Em problemas lineares ¢ suficiente, no método das perturbagdes, uma

expansdo em série de Taylor, em torno da r, até termos de primeira ordem. Hart
(1982) denomina esse caso particular como método estatistico linear, sendo a

média de f;(r) obtida com

S0 =E(f,(r) = £,(r) (6.38)
E a matriz de covariéncia de f(r), representada por C ;, obtida com
C,= Jc . J’ (6.39)

Aplicando-se agora o método estatistico linear a equagdo (3.56), sob forma
da equacdo (6.38), aproxima-se o vetor das médias dos incrementos de

deslocamentos e poro pressdes ““'oq’" em funcdo de varidveis aleatdrias r sob a

seguinte forma.
E< t+Azé~qi+l>:t+At [H(qz (I_'))]_l AR (qz (I_')) (6.40)

Denota-se, a partir de agora, o vetor das médias com o simbolo ( ). Assim,

t+At i+l t+Ar 0 i+l

q = q +"™8q . Além dos valores médios dos deslocamentos e poro

pressoes, ¢ interessante se obter a matriz de covariancia da resposta. E possivel,
com essa matriz se representar a correlacdo, determinar os valores de variancia e,
por conseguinte, de desvio padrao da resposta.

De acordo com a equagdo (6.39), a matriz C, de covaridncia da resposta

em deslocamentos, poro pressdes e ou saturagdes no instante ¢+ At,

correspondente aos valores médios das varidveis em r ¢ dada por:
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a t+At a t+At
9 |c q
or | _ or | _

v, = (6.41)

C,, ¢ amatriz de covariancia das variaveis aleatorias r.

Além de deslocamentos, poro pressdes e ou saturagdes, a resposta em
termos de tensdes também pode ser determinada. Utiliza-se para isso a mesma
metodologia empregada para o calculo da resposta probabilistica em
deslocamentos, poro pressoes e saturacoes.

Por exemplo, para a resposta em tensdes o vetor da média das tensdes em

um determinado instante ¢ + A numa iteracdo i+1 ¢ determinado por:

E< (AL i >=Hm6i+t+At&(r)i+l (642)

A matriz de covariancia das tensdes ¢ dada na forma da equacdo (6.41).
Verificou-se na formulacdo estatistica linear, que para avaliagdo da matriz
de covariancia das respostas, ¢ necessaria a analise de sensibilidade da resposta
em relacdo as varidveis aleatorias do problema. A andlise de sensibilidade pode
ser efetuada por diferentes métodos, sendo alguns apresentados no capitulo

seguinte.

6.5. Analise de confiabilidade

Nesse item do capitulo descrevem-se alguns aspectos referentes a analise de
confiabilidade, com maior énfase aos temas relacionados aos problemas a serem
tratados nesse trabalho. Melcher (1999), apresenta de forma ampla os conceitos da
analise de confiabilidade.

Ao se empregar o método de Monte Carlo, além de se obter respostas em
termos de valores médios e de dispersdo, ¢ possivel, com relativa facilidade
avaliar a probabilidade de algum evento ocorrer. Para isso ¢ necessaria a defini¢ao
de fungdes indicadoras [ que caracterizam a ocorréncia ao ndao do evento
observado.

A avaliacdo de uma possivel regido plastificada ou regido danificada ¢ um
dado significativo na andlise de estabilidade de pogos de petroleo. Sendo as

variaveis do problema aleatorias, a regido plastificada também serd aleatoria.
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Nesse sentido, pode ser valioso se definir a probabilidade de plastificacdo, ou
probabilidade de falha segundo algum critério de resisténcia, dessa regiao.

Sendo F' uma fung¢do de falha, relacionada a um critério de resisténcia para
um determinado ponto nos dominios de espaco e tempo, pode-se descrever uma

fun¢do indicadora /F, para uma determinada simulacdo de Monte Carlo m como

17 F <oy=[ T Fn=0 (6.43)
e 0if F,<0

A falha ocorre quando F, =0 e ndo ocorre quando F,, <0. A fungdo de falha F' ¢

descrita nesse trabalho segundo a equacdes (3.27), ou seja pelo critério de Mohr
Coulomb. Segundo esse critério a falha pode ocorrer por dois modos distintos,
chamados de modo de cisalhamento F'/ e modo de tragao F2.

Percebe-se, que para descricio de F' leva-se em conta a variabilidade
espacial da permeabilidade, angulo de atrito, coesdo, modulo de elasticidade, etc.,
que geram variabilidade nas respostas em tensdes, que também sao consideradas
na avaliacdo da funcdo de falha F. Além dessas verificacdes, salienta-se que a
funcao de falha F' ¢ dependente do tempo.

De forma semelhante, pode ser considerada a variabilidade dos parametros
e respostas para avaliacdo da probabilidade de perda de estabilidade dos pogos de
petrdleo, sendo para isso necessario o conhecimento e descri¢do das fungdes de
falha que levam o pogo perder a estabilidade. Como o objetivo do trabalho ndo ¢
estabelecer ou indicar critérios e estudos aprofundados sobre os modos que
acarretam a perda de estabilidade de pogos de petroleo, assume-se para definir as
funcdes de falha utilizadas nesse trabalho, modos tradicionalmente empregados
nesse tipo de avaliagdo.

O primeiro modo de falha estabelecido refere-se a possibilidade de
plastificacdo de uma regido do meio poroso sem que sejam ultrapassados limites

pré-estabelecidos para essa regido. A funcdo de falha S1, caracteriza a perda de
estabilidade para uma determinada simulagao de Monte Carlo m.

S1, = Ay, — Apm(PI) (6.44)

De acordo com esse critério o pogo perde a estabilidade quando a area
plastificada obtida para a simulagdo de Monte Carlo m e para uma determinada

pressdo interna P/ A4, (PI), for maior que uma area limite pré-estabelecida
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4y, - A area limite ¢ um dado de projeto a ser estipulado ¢ a area 4, (PI) ¢

limm
calculada avaliando-se o determinante da matriz jacobiana em cada ponto de
integracao dos elementos finitos.

De forma semelhante ao efetuado para a funcdo de falha F, descreve-se

agora a func¢ao indicadora para a fungao de falha S1

IS1,[S1 <O]—”fS1'”SO 6.45
T 00 S, >0 (645)

Ou seja, quando se verificar S1, >0 ndo ocorre falha e quando S1, <0, ocorre

falha.
Outro modo de falha a ser considerado para descricio da perda de

estabilidade do pogo ¢é representado por S2,. Nesse modo avalia-se se ocorre

falha por tragdo em algum ponto nos dominios de espago e tempo
82, =T, = O puax,, (PI) (6.46)
Nesse modo de falha 7 representa a resisténcia a tragdo do material e

G pae.. (PI) refere-se a maxima tensdo principal, ambos relacionados a uma
m

simulagdo de Monte Carlo m.

A fungdo indicadora para esse modo de falha ¢ descrita como

IS2 [S2 <O]—1’fS2"'SO 6.47
T if 82, >0 (6.47)

Quando §2,, >0 ndo ocorre falha e quando S2, <0 a falha ocorre.

Apbés se estabelecer as fungdes indicadoras, pode-se avaliar a

probabilidade de falha para cada modo de falha, da seguinte maneira

1 N
P ==>1
/ N; " (6.48)

Onde N é o nimero de simulagdes de Monte Carlo.

6.6. Procedimento numérico para determinagao de PI

Como mencionado anteriormente, ao se constatar problemas nas condigdes
de estabilidade de um poco de petréleo, durante ou logo apds sua perfuragio,

busca-se restabelecer a condi¢ao de estabilidade com o emprego de um fluido de
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perfuracdo. De maneira geral, estabelecem-se valores operacionais para a pressao,
PI (pressdo interna), que esse fluido exerce sobre a parede do poco, limites
superior e inferior.

A obtencdo desses valores ndo ¢ trivial e mais complexa se torna a medida
que critérios de estabilidade mais complexos sdo considerados para avaliagdo das
condigdes de estabilidade dos pocos. Os valores operacionais para Pl podem ser
obtidos tanto numa anélise deterministica quanto numa andlise probabilistica.

Para uma andlise deterministica, e para as condigdes de estabilidade

descritas no item anterior, uma pressao interna limite P/ . ¢ obtida quando se

lim it
verifica a ocorréncia de um dos mecanismos de falha definidos, ou por S1 ou por
S§2. Como esses mecanismos de falha podem ocorrer para pressdes internas muito
baixas ou muito elevadas, sdo estabelecidos dois limites para pressdo interna, um

limite inferior P/, e um limite superior P/, , definindo-se com isso os valores

operacionais para pressao interna.

J4

J4, para uma analise probabilistica, uma pressdo interna limite P/ ¢

limit
obtida quando a probabilidade de falha do pogo P,(IP), relacionada a um dos

dois possiveis mecanismos de falha ¢ superior a uma probabilidade de falha pré-

estabelecida szarget' No caso probabilistico também sdo obtidos os limites

superior e inferior para a pressao interna.

Para se obter os valores limites para pressdo interna numa analise
deterministica a condi¢ao descrita em (6.49) deve ser satisfeita. Nota-se que esse
problema ¢ um problema bésico de otimizagdo, sendo nesse trabalho resolvido
com o método de Newton Raphson.

—A4,(PI)=0

Ptarget
(6.49)
ou F2(PI)=0
Com a primeira expressdo de (6.49), se impde que a area plastificada A4,(PI),

para uma determinada pressdo interna, deve ser igual a uma area pré-definida

. Com a segunda expressdo de (6.49), se impde, para uma determinada
Ptarget

pressdo interna e para um ponto no dominio do tempo e espago, o0 modo de falha

2. A pressao interna ¢ obtida quando uma dessas condi¢des € constatada.
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Para o emprego do método de Newton Raphson ¢é necesséaria a obtenc¢ao

das derivadas de A4,(PI) ¢ F2(PI) com relacdo a Pl . Esse calculo ¢ realizado

por diferengas finitas, sendo utilizada uma perturbacao relativa de 1% para PI.
Outra informacdo importante para se obter bons resultados nos calculos das
derivadas diz respeito ao tamanho da malha de elementos finitos. Essa deve ser
devidamente refinada na regido onde ocorre plastificacdo para ser sensivel a
pequenas perturbacdes de PL.

Uma forma muito semelhante ao descrito para o caso deterministico ¢
empregada para a avaliagdo dos limites de pressdo interna quando se efetua uma
analise probabilistica. Nesse caso, o método de Newton Raphson é empregado
para solucdo da equacdo (6.50). De acordo com essa equagdo, o limite para
pressao interna ¢ encontrado quando a probabilidade de falha calculada para uma

determinada pressdo interna € igual a uma probabilidade de falha estabelecida.

- Pfcalc (PI) =0 (6'50)

Jtarger
A derivada de P, (PI) com respeito a P/ tambeém ¢ efetuada por diferencas

finitas € com uma perturbagao relativa de 1% para PI.
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