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- XXII Congresso Nacional de Matemática Aplicada e Computacional,
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A
Formulação com ĺıquido Newtoniano

A.1
Programa do método proposto para a solução do problema de autovalor
generalizado vindo da análise de estabilidade de um escoamento de
Couette com ĺıquido Newtoniano.

Vamos mostrar o programa feito em matlab sobre o problema de

autovalor generalizado discutido no caṕıtulo 4 que elimina os autovalores

no infinito. O programa compara o tempo e o espectro calculado pelo

método QZ das matrizes originais com o tempo de realizar as transformações

e calcular o espectro nas matrizes reduzidas. As matrizes são formadas

pela discretização do sistema que descreve a estabilidade do escoamento

de Couette com ĺıquido Newtoniano com o método de Galerkin/elementos

finitos.

—————————————————————

—————————————————————

clear all; % para limpar a área de trabalho do matlab.

% Os parâmetros:

NELE = 200 % número de elementos,

Re = 500; % número de Reynolds,

α = 1.5; % número de onda.

tic % o comando ’tic toc’ fornece o tempo gasto para a

% realizaç~ao da rotina.

% monta as matrizes M e J vindas dos elementos finitos. De

forma esparsa!

[M ] = formM12DNs(NELE,Re, α);

[J ] = formJ12DNs(NELE,Re, α);

% número total de graus de liberdade:

n = NDoF = 2 ∗ (NELE + 1) + 2 ∗ NELE;

t1 = toc % t1 eh o tempo em segundos para a formaç~ao das

% matrizes.
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Apêndice A. Formulação com ĺıquido Newtoniano 126

% nomenclatura para as dimens~oes envolvidas no problema:

nu = 2 ∗ NELE + 1; % número de graus de liberdade de u

nv = 2 ∗ NELE + 14; % número de graus de liberdade de v

np = 2 ∗ NELE; %numero de graus de liberdade de p

ntv = 2 ∗ (2 ∗ NELE + 1); % número de graus de

% liberdade de u + v

ntp = 2 ∗ (2 ∗ NELE + 1) + 2 ∗ NELE; % número

% de graus de liberdade de u + v + p

Jnew = J ; % guardando as matrizes originais.

Mnew = M ;

tic

% retirando as linhas e colunas relativas as condiç~oes

% de contorno; neste caso, elas est~ao em 1, 2NELE,

% 2NELE + 2 e 4NELE + 1.

%tirando as linhas:

Jnew(1, :) = [ ];

Jnew(2 ∗ NELE − 1, :) = [ ];

Jnew(2 ∗ NELE, :) = [ ];

Jnew(4 ∗ NELE − 2, :) = [ ];

Mnew(1, :) = [ ];

Mnew(2 ∗ NELE − 1, :) = [ ];

Mnew(2 ∗ NELE, :) = [ ];

Mnew(4 ∗ NELE − 2, :) = [ ];

%colunas:

Jnew(:, 1) = [ ];

Jnew(:, 2 ∗ NELE − 1) = [ ];

Jnew(:, 2 ∗ NELE) = [ ];

Jnew(:, 4 ∗ NELE − 2) = [ ];

Mnew(:, 1) = [ ];

Mnew(:, 2 ∗ NELE − 1) = [ ];

Mnew(:, 2 ∗ NELE) = [ ];

Mnew(:, 4 ∗ NELE − 2) = [ ];

% montando os blocos da matriz A para a utilizaç~ao do método

% proposto.

J11 = Jnew(1 : np, 1 : np);

M11 = Mnew(1 : np, 1 : np);

J12 = Jnew(1 : np, np + 1 : 2 ∗ nu − 4);

M12 = Mnew(1 : np, np + 1 : 2 ∗ nu − 4);

J21 = Jnew(np + 1 : 2 ∗ nu − 4, 1 : np);
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M21 = Mnew(np + 1 : 2 ∗ nu − 4, 1 : np);

J22 = Jnew(np + 1 : 2 ∗ nu − 4, np + 1 : 2 ∗ nu − 4);

M22 = Mnew(np + 1 : 2 ∗ nu − 4, np + 1 : 2 ∗ nu − 4);

% Blocos sem σ ⇒ M é zero!!!

A13 = Jnew(1 : np, (2 ∗ nu) − 3 : ntp − 4);

A31 = Jnew((2 ∗ nu) − 3 : ntp − 4, 1 : np);

A23 = Jnew(np + 1 : 2 ∗ nu − 4, (2 ∗ nu) − 3 : ntp − 4);

A32 = Jnew((2 ∗ nu) − 3 : ntp − 4, np + 1 : 2 ∗ nu − 4);

% calculando a inversa dos blocos A13 e A31, pelo método LU:

[L13, U13] = lu(A13); [L31, U31] = lu(A31);

I13 = speye(length(A13));

A13inv = U13\(L13\I13);

A31inv = U31\(L31\I13);

% montando os blocos referentes as transformaç~oes:

T lb = −A23 ∗ A13inv;

Trb = −A31inv ∗ A32;

% calculando somente a sub-matriz:

SubJ22 = (T lb ∗ J11 + J21) ∗ (Trb) + (T lb ∗ J12 + J22);

SubM22 = (T lb ∗ M11 + M21) ∗ (Trb) + (T lb ∗ M12 + M22);

SubM22inv = inv(SubM22);

SubMJ22 = −SubM22inv ∗ SubJ22;

SubMJ22 = full(SubMJ22);

[V s,Ds] = eig(SubMJ22); % calcula o problema cássico de

% autovalor.

tEV P = toc % tempo em que o problema de autovalor generalizado

% leva para tornar-se clássico e o espectro ser obtido.

for is = 1 : length(SubMJ22)

subg22(is, 1) = Ds(is, is);

end

% calculando o autovalor generalizado do problema nas matrizes

% originais para comparar:

Jnew = full(J);

Mnew = full(M);

tic

[V f,Df ] = eig(Jnew,−Mnew,′ qz′); % calcula o problema

% generalizado de autovalor como método QZ.

tGEV P = toc % tempo para calcular os autovalores das matrizes

% originais:

for ifull = 1 : length(Jnew)
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gnew(ifull, 1) = Df(ifull, ifull);

end

rt = tGEV P /tEV P % raz~ao entre os tempos.

—————————————————————

—————————————————————

Os autovalores estão armazenados nos vetores subg22 e gnew relativos ao

problema reduzido e ao original, respectivamente. Pronto para serem salvos,

usados em um gáfico, etc.

A.2
Variação do programa do método proposto para a solução do problema
de autovalor generalizado vindo da análise de estabilidade de um
escoamento de Couette com ĺıquido Newtoniano.

No método proposto, transformações são identificadas com o intuito

de eliminar os autovalores no infinito. Nessas transformações, inversas de

dois blocos da matriz original são calculados, como mostrado na seção

3.3.1. No caso do escoamento de Couette com ĺıquido Newtoniano e usando

a formulação unidimensional, a discretização pelo método de Galerkin

elementos finitos forma matrizes cujos blocos a serem invertidos podem

sofrer permutações que os transformam em matrizes diagonais de inversas

triviais. No código anterior, depois de tirar as condições de contorno e antes

de montar os blocos, as seguintes permutações serão feitas:

—————————————————————

—————————————————————

% Criando a PERMUTAÇ~AO:

pc = zeros(1, length(Jnew));

ic = 1;

for ip = 2 : 2 : (2 ∗ NELE − 2)

pc(ic) = ip;

pc(ic + 1) = ip + 2 ∗ NELE − 1;

ic = ic + 2;

end

pc(2 ∗ NELE − 1) = pc(2 ∗ NELE − 3) + 1;

pc(2 ∗ NELE) = pc(2 ∗ NELE − 2) + 1;

icomp = 0;

icp = 0;

while(icomp < length(Jnew))

if(pc(1 : 2 ∗ NELE + icp) = icomp + 1)
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Apêndice A. Formulação com ĺıquido Newtoniano 129

pc(2 ∗ NELE + icp + 1) = icomp + 1;

icp = icp + 1;

end

icomp = icomp + 1;

end

Jperm = Jnew(pc, pc);

Mperm = Mnew(pc, pc);

A divisão é a mesma de antes, porém alguns blocos que não eram utilizados

são necessários agora.

% esses blocos trazem σ por isso tem J e M.

% E s~ao usados se as transformaç~oes n~ao forem usadas.

J11 = Jperm(1 : np, 1 : np);

M11 = Mperm(1 : np, 1 : np);

J12 = Jperm(1 : np, np + 1 : 2 ∗ nu − 4);

M12 = Mperm(1 : np, np + 1 : 2 ∗ nu − 4);

J21 = Jperm(np + 1 : 2 ∗ nu − 4, 1 : np);

M21 = Mperm(np + 1 : 2 ∗ nu − 4, 1 : np);

J22 = Jperm(np + 1 : 2 ∗ nu − 4, np + 1 : 2 ∗ nu − 4);

M22 = Mperm(np + 1 : 2 ∗ nu − 4, np + 1 : 2 ∗ nu − 4);

% Os que n~ao tem σ:

Ap13 = Jperm(1 : np, (2 ∗ nu) − 3 : ntp − 4);

Ap31 = Jperm((2 ∗ nu) − 3 : ntp − 4, 1 : np);

Ap23 = Jperm(np + 1 : 2 ∗ nu − 4, (2 ∗ nu) − 3 : ntp − 4);

Ap32 = Jperm((2 ∗ nu) − 3 : ntp − 4, np + 1 : 2 ∗ nu − 4);

% inversa trivial:

for iin = 1 : np

A13pinv(iin, iin) = 1/Ap13(iin, iin);

A31pinv(iin, iin) = 1/Ap31(iin, iin);

end

—————————————————————

—————————————————————

As operações seguintes são as mesmas, apenas usando A13pinv e

A31pinv no lugar de A13inv e A31inv na montagem dos blocos referentes

as transformações.
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A.3
Recuperação dos autovetores originais a partir do problema reduzido
vindo da formulação unidimensional com ĺıquido Newtoniano.

Nesse algoritmo, os blocos A13 e A31 foram invertidos e não permuta-

dos para se tornarem diagonais. Ele tem que estar no mesmo programa que

o código para redução da matriz, pois usa as variáveis definidas nele.

—————————————————————

—————————————————————

% autovetsq é a coluna k, referente ao autovalor σk, da

matriz Vsq formada pelos autovetores calculados no problema

reduzido:

a(k) = −0.055279

b(k) = 0.95131

σk = a(k) + i ∗ b(k)

for iaa = 1 : 2 ∗ nv − np − 4

if(norm(Dsq(iaa, iaa) − (a(k) + i ∗ b(k))) < 10−5)

autovalsq = Dsq(iaa, iaa)

vetsq = iaa;

end

end

autovetsq = (V sq(:, vetsq))/norm(V sq(:, vetsq));

Tr = speye(ntp − 4); % formando a matriz Tr necessária para

% a recuperaç~ao do autovetor original.

Tr(1 : np, np + 1 : 2 ∗ nu − 4) = Trb;

% as transformaç~oes n~ao tinham sido feitas em A12.

A12tilda = (J11 + autovalsq ∗ M11) ∗ Trb + (J12 + autovalsq ∗ M12);

autovetT1 = zeros(np, 1);

autovetT2 = autovetsq;

autovetT3 = −A13inv ∗ A12tilda ∗ autovetT2;

autovetT = [autovetT1; autovetT2; autovetT3];

autovet = Tr ∗ autovetT ;

autovet = autovet/norm(autovet);

%colocando zero nas condiç~oes de contorno do autovetor

transformado.

autovetTfim = zeros(NDoF, 1);

icv = 1;

for iv = 2 : 2 ∗ NELE − 1

autovetTfim(iv) = autovet(icv);
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icv = icv + 1;

end

autovetTfim(2 ∗ NELE + 1) = autovet(icv);

icv = icv + 1;

foriv = 2 ∗ NELE + 3 : 4 ∗ NELE

autovetTfim(iv) = autovet(icv);

icv = icv + 1;

end

for iv = 4 ∗ NELE + 2 : NDoF

autovetTfim(iv) = autovet(icv);

icv = icv + 1;

end

autovetTfim = autovetTfim/norm(autovetTfim).

—————————————————————

—————————————————————

O autovetor autovetTfim recupera o tirado da matriz de autove-

tores do problema original referente ao mesmo autovalor σk. Fizemos um

pós-processamento separando os autovetores em campos de velocidade e

pressão.
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B
Formulação com ĺıquido viscoelástico

B.1
Programa do método proposto para a solução do problema de autovalor
generalizado vindo da análise de estabilidade de um escoamento de
Couette com ĺıquido viscoelástico.

Vamos mostrar o programa feito em matlab sobre o problema de

autovalor generalizado discutido no caṕıtulo 6 que elimina os autovalores

no infinito. O programa compara o tempo e o espectro calculado pelo

método QZ das matrizes originais com o tempo de realizar as transformações

e calcular o espectro nas matrizes reduzidas. As matrizes são formadas

pela discretização do sistema que descreve a estabilidade do escoamento

de Couette com ĺıquido descrito pelo modelo de Maxwell pela formulação

T�d com o método de Galerkin/elementos finitos.

—————————————————————

—————————————————————

clear all; % para limpar a área de trabalho do matlab.

% Os parâmetros:

NELE = 200 % número de elementos,

Re = 0; % número de Reynolds,

We = 10; % número de Weissemberg

α = 1; % número de onda.

tic % o comando ’tic toc’ fornece o tempo gasto para a

% realizaç~ao da rotina.

% monta as matrizes M e J vindas dos elementos finitos. De

forma esparsa!

[M ] = formMS(neta,NELE,We,Re, α);

[J ] = formJS(neta,NELE,We,Re, α);

% número total de graus de liberdade:

n = NDoF = 20 ∗ NELE + 2;

t1 = toc % t1 eh o tempo em segundos para a formaç~ao das
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% matrizes.

Jve = J ; % guardando as matrizes originais.

Mve = M ;

tic

% retirando as linhas e colunas relativas as condiç~oes

% de contorno:

J(:, 8 ∗ NELE + 1) = [ ];

J(8 ∗ NELE + 1, :) = [ ];

J(:, 10 ∗ NELE − 1) = [ ];

J(10 ∗ NELE − 1, :) = [ ];

J(:, 10 ∗ NELE) = [ ];

J(10 ∗ NELE, :) = [ ];

J(:, 12 ∗ NELE − 2) = [ ];

J(12 ∗ NELE − 2, :) = [ ];

M(:, 8 ∗ NELE + 1) = [ ];

M(8 ∗ NELE + 1, :) = [ ];

M(:, 10 ∗ NELE − 1) = [ ];

M(10 ∗ NELE − 1, :) = [ ];

M(:, 10 ∗ NELE) = [ ];

M(10 ∗ NELE, :) = [ ];

M(:, 12 ∗ NELE − 2) = [ ];

M(12 ∗ NELE − 2, :) = [ ];

% as dimens~oes:

dimJ = length(J);

dimM = length(M);

dimT = 6 ∗ NELE;

dimp = 2 ∗ NELE;

dimu = 4 ∗ NELE − 2; % sem condiç~ao de contorno.

dimG = 8 ∗ NELE;

dimTpu = dimT + dimp + dimu.

% Montando a primeira transformaç~ao que vai reduzir a dimens~ao

% de 20NELE − 2 (sem cond. cont.) para 12NELE − 2.

%Fazer a transformaç~ao somente na matriz jacobiana, pois a

% matriz massa permanece inalterada.

%Somente os blocos envolvidos s~ao criados.

J12 = J(1 : dimT + dimp, dimT + dimp + 1 : dimTpu);

J13 = J(1 : dimT + dimp, dimTpu + 1 : dimJ);

J32 = J(dimTpu + 1 : dimJ, dimT + dimp + 1 : dimTpu);

J33 = J(dimTpu + 1 : dimJ, dimTpu + 1 : dimJ);
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Apêndice B. Formulação com ĺıquido viscoelástico 134

% Como J33 = D é uma matriz diagonal, sua inversa é trivial.

for iin = 1 : dimG

J33inv(iin, iin) = 1/J33(iin, iin);

end

% O bloco B relevante depois da transformaç~ao Tr:

Trb = −J33inv ∗ J32;

BTrb = J12 + J13 ∗ Trb;

J11e21 = J(1 : dimTpu, 1 : dimT + dimp);

BJ = sparse(1 : dimTpu, 1 : dimTpu, 0);

BJ(1 : dimT + dimp + dimu, 1 : dimT + dimp) = J11e21;

BJ(1 : dimT + dimp, dimT + dimp + 1 : dimTpu) = BTrb.

% Focando no bloco B, já que os autovalores da matriz

% original s~ao os mesmos:

BM = M(1 : dimTpu, 1 : dimTpu);

% Redividindo a matriz (4N − 2, 4N + 2, 4N − 2)

dim13 = 4 ∗ NELE − 2; % dimens~oes dos blocos extremos 1 e 3.

dim2 = 4 ∗ NELE + 2; % dimens~ao do bloco central 2, para onde

% migram os autovalores finitos.

dimBJ = length(BJ);

BJ11 = BJ(1 : dim13, 1 : dim13);

BM11 = BM(1 : dim13, 1 : dim13);

BJ12 = BJ(1 : dim13, dim13 + 1 : dim13 + dim2);

BM12 = BM(1 : dim13, dim13 + 1 : dim13 + dim2);

BJ22 = BJ(dim13 + 1 : dim13 + dim2, dim13 + 1 : dim13 + dim2);

BM22 = BM(dim13 + 1 : dim13 + dim2, dim13 + 1 : dim13 + dim2);

BJ13 = BJ(1 : dim13, dim13 + dim2 + 1 : dimBJ);

BJ23 = BJ(dim13 + 1 : dim13 + dim2, dim13 + dim2 + 1 : dimBJ);

BJ31 = BJ(dim13 + dim2 + 1 : dimBJ, 1 : dim13);

BJ32 = BJ(dim13 + dim2 + 1 : dimBJ, dim13 + 1 : dim13 + dim2);

% as inversas dos blocos:

BJ13inv = inv(BJ13);

BJ31inv = inv(BJ31);

TTrb = −BJ31inv ∗ BJ32;

TT lb = −BJ23 ∗ BJ13inv;

% BMev e BJev s~ao as correspondentes das

% matrizes massa e jacobiana no bloco central B22, de

% dimens~ao 4N + 2

BJev = TT lb ∗ (BJ11 ∗ TTrb + BJ12) + BJ22;

BMev = TT lb ∗ (BM11 ∗ TTrb + BM12) + BM22;
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%Sendo M22 = BMev n~ao mais singular, calcula-se sua inversa

% pra transformar o problema de autovalor generalizado em

% cássico.

Mi = inv(BMev);

SubMiJ = −Mi ∗ BJev;

SubMiJ = full(SubMiJ);

subg = eig(SubMiJ);

—————————————————————

—————————————————————

O vetor formado pelos autovalores do problema reduzido subg foi

comparado na seção 6.7 com os da matriz original, mostrando uma excelente

concordância.

B.2
Recuperação dos autovetores originais a partir do problema reduzido
vindo da formulação unidimensional com ĺıquido viscoelástico.

Vamos recuperar o autovetor original a partir do reduzido. Esse código

tem que estar no mesmo programa que o código para redução da matriz,

pois usa as variáveis nele definidas.

—————————————————————

—————————————————————

% o autovetor autovetf e autovet22 s~ao a coluna k, referente

ao autovalor σk, das matrizes formadas pelos autovetores

calculados no problema original e reduzido, respectivamente:

a(k) = −0.055279;

b(k) = 0.95131

σk = a(k) + i ∗ b(k)

% o autovetor do problema original:

for iaa = 1 : n

if(norm(Dnew(iaa, iaa) − (a(k) + i ∗ b(k))) < 10−5)

autovalf = Dnew(iaa, iaa)

vet1 = iaa;

end

end

autovetf = (V new(:, vet1))/norm(V new(:, vet1));

% o autovetor do problema reduzido:

for iab = 1 : length(BJev)
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if(norm(D22(iab, iab) − (a(1) + i ∗ b(1))) < 10−5)

autoval22 = D22(iab, iab)

vet22 = iab;

end

end

autovet22 = (V 22(:, vet22))/norm(V 22(:, vet22));

TTr = speye(dimBJ); % formando a matriz TTr = Mr necessária

% para a recuperaç~ao do autovetor original.

TTr(1 : dim13, dim13 + 1 : dim13 + dim2) = TTrb;

% as transformaç~oes n~ao tinham sido feitas em B12.

B12tilda = (BJ11+autoval22∗BM11)∗TTrb+(BJ12+autoval22∗BM12);

autovetT1 = zeros(dim13, 1);

autovetT2 = autovet22;

autovetT3 = −BJ13inv ∗ B12tilda ∗ autovetT2;

autovetT = [autovetT1; autovetT2; autovetT3];

autovet = TTr ∗ autovetT ;

autovet = autovet/norm(autovet);

c3 = zeros(dimG, 1);

vet = [autovet; c3];

Tr = speye(dimJ);

Tr(1 : dimT + dimp, dimT + dimp + 1 : dimTpu) = Trb;

c = Tr ∗ vet;

% colocando zero nas posiç~oes referentes às condiç~oes de

% contorno do autovetor transformado.

autovetTfim = zeros(n, 1);

icv = 1;

for iv = 1 : 8 ∗ NELE

autovetTfim(iv) = c(icv);

icv = icv + 1;

end

icv = icv + 1;

for iv = 8 ∗ NELE + 2 : 10 ∗ NELE − 1

autovetTfim(iv) = c(icv);

icv = icv + 1;

end

autovetTfim(10 ∗ NELE + 1) = c(icv);

foriv = 10 ∗ NELE + 3 : 12 ∗ NELE

autovetTfim(iv) = c(icv);

icv = icv + 1;
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end

for iv = 12 ∗ NELE + 2 : n

autovetTfim(iv) = c(icv);

icv = icv + 1;

end

autovetTfim = autovetTfim/norm(autovetTfim);

—————————————————————

—————————————————————

O autovetor autovetTfim recupera o tirado da matriz de autovetores

do problema original referente ao mesmo autovalor σk. Fizemos um pós-

processamento separando os autovetores em campos de velocidade e pressão.

A seção 6.7.2 mostra a concordância obtida.
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